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x + y = 4

2x + 3y =3

x =       , y =  
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         •  संच : ओळख      •  संचाचे प्रकार      •   वेन चचत्े     •  समान संच, उपसंच  

         •  चवशवसंच, पूरक संच •  छेद संच, संयोग संच  •   संचातील घटकांची संखया 

जरा आठवूया.

खाली काही चचत्े चदली आहेत. तयांमधये आपलया पररचयाचे वसततुसमूह आहेत. 
 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9, 10, 11, 
12, ... 

फुलांचा गतुचछ  चकललयांचा जतुडगा पकयांचा थवा वहांचा गठ्ा   संखयांचा गट

 वरील प्रतयेक वसततुसमूहासाठी आपण चवचिष्ट िबद वापरतो. या सव्व उदाहरणांत समूहांतील घटक 

आपणांस अचूक व नेमकेपणाने सांगता येतात. वसतूंचया अिा समूहांना ‘संच’ असे महणतात. 

 आता हे समूह पाहा. ‘गावातील आनंदी मतुले’, ‘वगा्वतील हुिार मतुले.’ समूहाचया या दोनही उदाहरणांमधये 

‘आनंदी’ आचण ‘हुिार’ या दोनही िबदांचे अथ्व सापेक्ष आहेत महणजे ‘आनंदी’ वृतती व ‘हुिारी’ या दोनही 

िबदांचे अथ्व नेमकेपणाने सांगता येत नाहीत महणून या समूहांना संच महणता येणार नाही. 

 आता पतुढे काही उदाहरणे चदली आहेत. तयांतील कोणतया समूहांना संच महणता येईल ते सांगा. 

 (1) आठवड्ाचे सात वार    (2) एका वरा्वचे मचहने 

 (3) वगा्वतील िूर मतुले     (4) पचहलया 10 मोजसंखया

 (5) महाराष्टट्ातील बळकट गड-चकल्े    (6) आपलया सयू्वमालेतील ग्रह

1 संच

चला, शिकूया.
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जाणून घेऊया.

 संच (Sets)

 जया समूहांतील घटक अचूक व नेमकेपणाने सांगता येतात, तया समूहांना संच असे महणतात. 
  संचाला नाव देणयासाठी सव्वसाधारणपणे A, B, C,.....,Z यांपैकी इंग्रजी वण्वमालेतील पचहलया 
चलपीतील अक्षरे वापरतात. 
 संचाचे घटक दाखवणयासाठी a, b, c,... यांपैकी इंग्रजी अक्षरे वापरतात. 
  a हा संच A चा घटक आहे हे ‘a Î A’ असे चलचहतात आचण a हा संच A चा घटक नाही 
हे दाखवणयासाठी ‘a Ï A’ असे चलचहतात. 
 आता आपण संखयांचे संच पाहू. 
 N = { 1, 2, 3, . . .} हा नैसचग्वक संखयासंच (Set of natural numbers) आहे.
 W = {0, 1, 2, 3, . . .} हा पूण््व संखयासंच (Set of whole numbers) आहे. 
 I  = {..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, ...} हा पूण्ाांक संखयासंच (Set of integers) आहे. 
 Q हा सव्व पररमेय संखयांचा संच (Set of rational numbers) आहे. 

 R हा वासतव संखयांचा संच (Set of real numbers) आहे. 

  संच शलशिणयाचया पद्धती

संच चलचहणयाचया दोन पद्धती आहेत.

(1) यादी पद्धती (Listing method or roster method)

 या पद्धतीत संचाचे सव्व घटक मचहरपी कंसात चलचहतात व प्रतयेक घटक वेगळा दाखवणयासाठी दोन 
लगतचया घटकांमधये सवलपचवराम देतात. यामधय े घटकांचा क्रम महत्वाचा नसतो, पण सगळे घटक दि्ववणे 
आवशयक असते. 
 उदा. 1 ते 10 मधील चवरम संखयांचा संच यादी पद्धतीने पतुढीलप्रमाणे चलचहता येईल. 
 जसे,  A = {3, 5, 7, 9} चकंवा A = {7, 3, 5, 9} 
 जसे, remember या िबदातील अक्षरांचा संच {r, e, m, b} असा चलचहतात. येथे remember 
या िबदात r, m, e ही अक्षरे एकापेक्षा अचधक वेळा आली असली तरी संचात ती एकदाच चलचहली 

आहेत . 

(2) गुणधर्म पद्धती (Rule method or set builder form) 

 या पद्धतीत घटकांची यादी न करता संचाचा सव्वसाधारण घटक चलाने दि्ववून तयाचयापतुढे उभी रेघ 
काढतात. उभया रेघेपतुढे तया चलाचा गतुणधम्व चलचहतात. उदा. A = {x ½ x Î N, 1 < x < 10} याचे 
वाचन संच A चे घटक x असे आहेत की, x ही 1 व 10 चया दरमयानची नैसचग्वक संखया आहे, असे 
करतात. 
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 उदा. B = { x  | x ही 1 ते 10 मधील मूळ संखया आहे.} यामधय े 1 ते 10 मधील सव्व मूळसंखयाचंा 

समाविे होईल महणून B हा संच {2, 3, 5, 7} असा यादी पद्धतीनेही चलचहता येईल. 

 Q हा पररमेय संखया संच गतुणधम्व पद्धतीने पतुढीलप्रमाणे चलचहता येतो. 

    Q ={ q
p  |  p, q Î I, q  ¹ 0} 

 याचे वाचन q
p  या सवरूपाचया अिा संखया आहेत की, p ही  कोणतीही पूणाांक संखया आचण q ही 

िूनयतेर पूणाांक संखया असेल. 

 नमतुना उदाहरणे : खालील उदाहरणांत प्रतयेक संच दोनही पद्धतींनी चलचहला आहे. 

  गुणधर्म पद्धत       यादी पद्धत   

A = { x |  x हा DIVISION या िबदातील अक्षर आहे.}     A = {D, I, V, S, O, N}

B = { y  | y ही संखया अिी आहे की y2 = 9}    B = { -3, 3}

C = {z  | z ही 5 चया पटीतील 30 पके्षा लहान नैसचग्वक संखया आहे.} C = { 5, 10, 15, 20, 25}

उदा. :  पतुढील सारणीतील ररकामया जागा भरून ती सारणी पणू्व करा

यादी पद्धत गुणधर्म पद्धत

A = { 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14} A = {x | x ही 15 पके्षा लहान सम नैसचग्वक संखया आहे.}

.................. B = { x | x ही 1 ते 20 मधील पणू्व वग्वसंखया आहे.}

C = { a, e, i, o, u} ..................

.................. D = { y |  y हा इंद्रधनतुषयातील रंग आहे.}

.................. P = {x  | x ही पूणाांक संखया अिी आहे की, -3 < x < 3}

M = {1, 8, 27, 64, 125.......} M ={x  | x हा धन पूणाांकांचा घन आहे.}

(1) पतुढील संच यादी पद्धतीने चलहा. 
 (i)  सम पूणाांक संखयांचा संच (ii) 1 ते 50 मधील सम मूळ संखयांचा संच
 (iii)  सव्व ऋण पणूाांकांचा संच  (iv) संगीतातील सात मूळ सवरांचा संच 

(2) खाली चचनहातं चदलेली चवधाने िबदांत चलहा.  

 (i) 4
3

 Î Q  (ii) -2 Ï N             (iii) P = {p  |  p ही चवरम संखया आहे.}

सरावसंच 1.1
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जाणून घेऊया.

(3) कोणतेही दोन संच यादी पद्धतीने आचण गतुणधम्व पद्धतीने चलहा. 

(4) खालील संच यादी पद्धतीने चलहा. 
 (i)  भारतीय सौर वरा्वतील सव्व मचहनयांचा संच. 
 (ii)  ‘COMPLEMENT’ या िबदातील अक्षरांचा संच. 
 (iii)  मानवाचया सव्व ज्ानेंचद्रयांचा संच. 
 (iv)  1 ते 20 मधील मूळ संखयांचा संच. 
 (v)  पृथवीवरील खंडांचा संच.

(5)  खालील संच गतुणधम्व पद्धतीने चलहा.

 (i)  A = { 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100}
 (ii)  B = { 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48}
 (iii)  C = {S, M, I, L, E}
 (iv)  D = {रचववार, सोमवार, मंगळवार, बतुधवार, गतुरुवार, ितुक्रवार, िचनवार}

 (v)  X = {a, e, t}

  संचांचे प्रकार (Types of sets)

संचाचे नाव वयाखया उदािरण
एकघटक संच  
(Singleton Set)

जया संचात फक्त एकच घटक असतो, 
अिा संचास ‘एकघटक संच’ असे 
महणतात. 

A = {2} 

A हा सम मूळ संखयांचा संच 
आहे. 

ररक्त संच  
(Null Set) 
(Empty Set)

जया संचात चदलेलया गतुणधमा्वचा एकही 
घटक नसतो, तयास ‘ररक्त संच’ महणतात.  
हा संच { } चकंवा f (फाय) या 
चचनहाने दाखवतात. 

B = {x | x ही 2 व 3 मधील                                                                                                               
नैसचग्वक संखया आहे.}

\ B = { } चकंवा f

सांत संच  
(Finite Set)

जो संच ररक्त आहे चकंवा जया संचातील 
घटकांची संखया मया्वचदत असते व मोजता 
येते, तयाला ‘सांत संच’ महणतात. 

C = {p | p ही 1 ते 22 
मधील 4 ने चवभाजय 
संखया आहे.} 

C = {4, 8, 12, 16, 20}
अनंत संच 
(Infinite Set)

जया संचातील घटकांची संखया अमया्वद 
असते व मोजता येत नाही तयाला ‘अनंत 
संच’ महणतात. 

N = {1, 2, 3, . . . }
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उदा.  पतुढील संच यादी पद्धतीने चलहून तयांचे सांत संच व अनंत संच असे वगगीकरण करा.  

 (i)  A = {x  |  x Î N आचण x ही चवरम संखया आहे.}   (ii)   B = {x  | x Î N आचण 3x - 1 = 0} 

 (iii) C = {x |  x Î N आचण x ही 7 ने चवभाजय संखया आहे.} 

 (iv)  D = {(a, b)  |  a, b Î W, a +b = 9} (v)  E = {x   |  x Î I, x2 = 100}                  

 (vi)  F = {(a, b)   |  a, bÎ Q,  a +b = 11}

उकल :  (i)  A = {x  | x Î N आचण x ही चवरम संखया आहे.}

  A = {1, 3, 5, 7, ......} हा अनंत संच आहे. 

 (ii) B = {x  | x Î N आचण 3x - 1 = 0} 

  3x - 1 = 0      \ 3x = 1        x = 1
3  

  पण 1
3  Ï  N       \ B  =   {      }        \ B हा सांत संच आहे. 

 (iii) C = {x  | x Î N आचण x ही 7 ने चवभाजय संखया आहे.}

  C = {7, 14, 21, . . . }  हा अनंत संच आहे. 

 (iv) D = {(a , b)  |  a, b Î W, a +b = 9}

    आपण a आचण b चया अिा जोड्ा िोधू िकतो की, a, b पूण्व संखया असून a + b = 9 आहे. 

   आधी a ची आचण नंतर b ची चकंमत, असा क्रम ठेवून D हा संच यादी पद्धतीने पतुढीलप्रमाणे  
  चलचहता येईल. 

  D = {(0, 9), (1, 8), (2, 7), (3, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3), (7, 2), (8, 1),(9, 0)}, 

  या संचाचे घटक महणजेच संखयांचया जोड्ा मोजता येतात व चनशशचत आहेत.  

   \ D हा संच, सांत संच आहे.  

 (v) E = {x  | x Î I, x2 = 100} 

  E = {-10, 10}.  \ E हा सांत संच आहे.

 (vi)  F = {(a, b )  | a, b Î Q,  a +b = 11 }  

  F = {(6, 5), (3, 8), (3.5,7.5), (-15, 26),. . .} अिा असंखय जोड्ा चमळतात. 

   \ F हा अनंत संच आहे.

िे लक्ात घया !

      
   संखयांचे N, W, I, Q, R  हे सगळे संच अनंत संच आहेत. 
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जाणून घेऊया.

 सरान संच (Equal sets)

 संच A मधील प्रतयेक घटक संच B मधये आचण B या संचातील प्रतयेक घटक हा संच A मधये असेल तर ते संच 
समान आहेत असे महणतात.
 ‘A आचण B हे समान संच आहेत’ हे चचनहात A = B असे चलचहतात. 
उदा (1)     A = { x  | x हे ‘listen’ या िबदातील अक्षर आहे.}   \ A = { l, i, s, t, e, n}
       B  = { y  | y हे ‘silent’ या िबदातील अक्षर आहे.}  \ B = { s, i, l, e, n, t}
 A आचण B यांतील घटकांचा क्रम वेगवेगळा आहे, पण घटक तेच आहेत महणून A व B हे संच समान आहेत. 
 महणजेच A = B आहे. 
उदा (2)  A = {x  | x = 2n, n Î N, 0 < x £ 10}, A = {2, 4, 6, 8, 10} 
  B  = { y  | y ही समसंखया आहे, 1 £ y £ 10}, B = {2, 4, 6, 8, 10}

\ A व B हे समान संच आहेत. 
  आता खालील संचांचा चवचार करू. 
  C = {1, 3, 5, 7}   D = { 2, 3, 5, 7} 
  C आचण D समान संच आहेत असे महणता येईल का? अथा्वतच नाही. 
  कारण 1 Î C, 1 Ï D, 2 Î D, 2 Ï C

महणून C व D समान संच नाहीत. महणजेच  C ¹ D
उदा (3)  जर A = {1, 2, 3} आचण  B = { 1, 2, 3, 4}तर A ¹ B याचा पडताळा घया. 

उदा (4)  A = {x  | x ही मूळ संखया व 10 < x < 20} आचण B  = {11, 13, 17, 19}
  येथे  A = B आहे याचा पडताळा घया. 

(1)  खालीलपैकी कोणते संच समान आहेत व कोणते नाहीत ते सकारण चलहा. 
 A = { x  | 3x - 1 = 2}
 B = { x  | x नैसचग्वक संखया आहे पण x मूळही नाही व संयतुक्तही नाही.} 
 C = {x  | x Î N, x < 2}
(2)  A व B समान आहेत का ते सकारण चलहा. 

 A = सम असलेलया मूळसंखया  B = {x |  7x - 1 = 13}
(3)  खालीलपैकी कोणते संच ररक्त आहेत ते सकारण चलहा. 

 (i)  A = { a |  a ही िूनयापेक्षा लहान असणारी नैसचग्वक संखया आहे.}

 (ii)  B = {x | x2 = 0} (iii) C = { x | 5 x - 2 = 0,  x Î N}  

सरावसंच 1.2
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(4)  खालीलपैकी कोणते संच सांत व कोणते अनंत आहेत ते सकारण चलहा. 

 (i)  A = { x | x < 10, x ही नैसचग्वक संखया}  (v) प्रयोगिाळेतील उपकरणांचा संच

 (ii)  B = {y | y < -1, y ही पणूाांक संखया}  (vi) पणू्व संखयासंच 
 (iii)  C = ततुमचया िाळेतील 9 वी मधील सव्व चवद्ाथयाांचा संच  (vii) पररमेय संखयासंच
 (iv)  ततुमचया गावातील रचहवािांचा संच

जाणून घेऊया.

  वेन आकृती (Venn diagrams)

संच चलचहणयासाठी बचंदसत आकृतयाचंा उपयोग चरिचटि तक्किासत्ज् जॉन वेन यांनी प्रथम केला. महणून अिा 
आकृतयानंा ‘वेन आकृती’ महणतात. वेगवेगळ्ा संचांतील संबंध समजणयासाठी आचण संचांवर आधाररत उदाहरणे 
सोडवणयासाठी या आकृतयांचा चांगला उपयोग होतो. वेन आकृतयांनी संच कसे दाखवले जातात ते खालील  
उदाहरणांवरून समजून घया.   
 उदा. A = { 1, 2, 3, 4, 5} 

 वेन आकृतीने A हा संच खाली दाखवला आहे.        

B = {x | -10 £ x £ 0, x पूणाांक}

िेजारील वेन आकृती B  हा संच दि्ववते.

  उपसंच (Subset)

जर A आचण B हे दोन संच असतील आचण संच B चा प्रतयेक घटक, संच A चा देखील घटक असेल तर संच 
B ला संच A चा उपसंच महणतात आचण B Í A अिा चचनहाने दाखवतात. तयाचे वाचन ‘B उपसंच A’ असे चकंवा  
‘B हा A चा उपसंच आहे’ असेे करतात. 

उदा (1)   A = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}
   B = {2, 4, 6, 8}                                                                    
  B मधील प्रतयेक घटक A चा देखील घटक आहे. 
   महणजेच B Í A. 

  ही माचहती वेन आकृतीने किी दाखवली आहे ते पाहा.

      0     -1     -2      -3  
  -4    -5     -6      -7  
  -8     -9    -10 

B

     1  2
           3

     5   4

A

 तक्किासत् व संभावयता या 
चवरयांना गचणती रूप देणयाचे 
काम जॉन वेन यांनी प्रथम केले. 
‘लॉशजक ऑफ चानस’ हे तयांचे 
प्रचसद्ध पतुसतक आाहे. 1834-1883

1                        3

       5      
         7

8   2      4
6

A
B
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  कृती : वगा्वतील मतुलांचा संच व तयाच वगा्वतील पोहता येणाऱया 

 मतुलांचा संच वेन आकृतीने दाखवले आहेत. 

 तयाप्रमाणे खालील उपसंचांसाठी वेन आकृतया काढा.  

 (1)  (i) वगा्वतील मतुलांचा संच 

      (ii) वगा्वतील सायकल चालवू िकणाऱया मतुलांचा संच

 (2)  खाली काही फळांचा एक संच चदला आहे. 

  {पेरू, संत्े, आंबा, फणस, चचकू, जांभूळ, सीताफळ, पपई, करवंद}
  पतुढील उपसंच दाखवा. (i) एक बी असणारी फळे   (ii) एकापके्षा जासत चबया असणारी फळे

आता आणखी काही उपसंच पाहू.  

उदा (2) N = नैसचग्वक संखया संच.   I = पूणाांक संखया संच. 

 येथे N Í I. कारण सव्व नैसचग्वक संखया हा पूणाांक संखया सतुद्धा असतात हे आपलयाला माहीत आहे. 

उदा (3) P = { x | x हे 25 चे वग्वमूळ आहे.}  S = { y | y Î I, -5 £ y £ 5} 

  यादी पद्धतीने P हा संच चलहू. P = {-5, 5} 
 यादी पद्धतीने S हा संच चलहू.  S = {-5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5} 
 येथे P चा प्रतयेक घटक S चा घटक आहे. 

 \ P Í S

 

 (i)   प्रतयेक संच सवत:चा उपसंच असतो. महणजेच A Í A

 (ii)  ररक्त संच हा प्रतयेक संचाचा उपसंच असतो. महणजेच f Í A

 (iii)  जर A = B  तर A Í B आचण B Í A  

 (iv)  जर A Í B व B Í A तर A = B

उदा.   A = { 1, 3, 4, 7, 8} या संचाचे उपसंच पाहू.  

 जसे P = { 1, 3},      T = {4, 7, 8}, V = {1, 4, 8},  S = {1, 4, 7, 8}

 असे आणखी अनेक उपसंच तयार करता येतील. तयांपैकी कोणतेही पाच उपसंच चलहा. 

वगा्वतील 
मतुल े      वगा्वतील 

पोहता येणारी  
    मतुले

िे लक्ात ठेवूया.
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   कृती : प्रतयेक चवद्ाथया्वने कागदाचे साधारण सारखया आकाराचे नऊ चत्कोण आचण एक थाळी घयावी. 

चत्कोणावर 1 ते 9 या संखया चलहावयात. मग प्रतयेकाने आपापलया थाळीत संखया चलचहलेले काही 

चत्कोणी कागद ठेवावेत. आता प्रतयेकाजवळ 1 ते 9 या संखया असणाऱया संचाचा उपसंच तयार 

होईल. 

 सतुजाता हमीद   मतुक्ता नंचदनी   जोसेफ
 

1      3          
  5      7

    9

2     4   
   

6
     

8

1      4  
        

9

1

2   3 4

5 6 7

8 9

2   3

     5   7

 सतुजाता, हमीद, मतुक्ता, नंचदनी आचण जोसेफ यांचया थाळ्ांमधून कोणकोणतया संखया चदसत आहेत 

ते पाहा. प्रतयेकाने कोणता चवचार करून संखया चनवडलया आहेत हे ओळखा. तयावरून प्रतयेक संच 

गतुणधम्व पद्धतीने चलहा.

 

      

उदा.  खाली काही संच चदलेले आहेत. 
 A = { ..., -4, -2, 0, 2, 4, 6, ...}  B = {1, 2, 3, .....}
 C = {..., -12, -6, 0, 6, 12, 18.....} D = {..., -8, -4, 0, 4, 8, .....}
 I   = { ....., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, .....}
यावरून पतुढीलपैकी कोणती चवधाने सतय आहेत यावर चचा्व करा. 

 (i) A हा B, C, D या प्रतयेक संचाचा उपसंच आहे.  (ii) B हा वरील सव्व संचांचा उपसंच आहे. 

जाणून घेऊया.

  शवशवसंच (Universal set)
 आपण जया संचांचा चवचार करणार आहोत तया सवाांना सामावून घेणारा एक मोठा संच शवशवसंच महणून 
घेता येतो. तयाचया बाहेरील घटकांचा आपण चवचार करत नाही. चवचारात घेतलेला प्रतयेक संच चवशवसंचाचा 
उपसंच असतो. 
उदा (1) आपलयाला िाळेतील वारंवार अनतुपशसथत राहणाऱया 9 वीचया काही चवद्ाथयाांचया अनतुपशसथतीचा 

अभयास करायचा आहे. तयासाठी 9वी या इयततेतील चवद्ाथयाांचया संचाचा चवचार करावा लागेल. 
येथे तया इयततेतील सव्व चवद्ाथयाांचा संच चकंवा िाळेतील सव्व चवद्ाथयाांचा संच हा चवशवसंच घेता 
येईल.   

 

.  

चला, चचा्म करूया.
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आता दुसरे उदाहरण पाहू.

उदा (2) आपलयाला िाळेतील चक्रकेट खेळणाऱया मतुलांतून 15 मतुलांचा संघ चनवडायचा आहे; तर िाळेतील 
चक्रकेट खेळणाऱया सव्व खेळाडूंचा संच हा चवशवसंच होऊ िकतो. 

  तयातंील योगय तया 15 खेळाडूंचा संघ हा तया 

  चवशवसंचाचा उपसंच आहे. 

  शवशवसंच साधारणपणे ‘U’ या अक्राने दि्मवतात.  

वेन आकृतीरधये शवशवसंच सारानयत: आयताने दाखवतात.      

  पूरक संच (Complement of a set)

समजा U हा चवशवसंच आहे. जर B Í U, तर संच B मधये नसलेलया परंततु चवशवसंच U मधये असलेलया घटकांचया 
संचाला संच B चा पूरक संच महणतात. संच B चा पूरक संच B¢ चकंवा BC ने दि्ववतात.  

\ B¢ = {x | x Î U, आचण x Ï B} असे B¢ चे वण्वन करता येईल. 

उदा (1)  U = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}                              

 A = {2, 4, 6, 8, 10}

   \ A¢ = {1, 3, 5, 7, 9} 

उदा (2)   समजा  U = { 1, 3, 9, 11, 13, 18, 19}                 
 B = {3, 9, 11, 13}

 \ B¢ = {1, 18, 19}
 आता (B¢)¢ काढा. तयावरून काय चनषकर्व चनघतो?  
 (B¢)¢  हा संच महणजे B¢ मधये नसलेलया परंततु U मधये असलेलया घटकांचा संच.
 (B ¢)¢ = B चमळाले का?   

 वरील माचहती वेन आकृतीवरून समजून घया.

पूरक संचाचा पूरक संच मिणजे शदलेला संच असतो. 

िे लक्ात ठेवूया.

 पूरक संचाचे गुणधर्म
 (i)  A आचण A¢ यांचयामधये सामाईक घटक नसतो. 
 (ii)  A Í U आचण A¢ Í U     
 (iii) चवशवसंचाचा पूरक संच हा ररक्तसंच असतो.  U¢ = f    
 (iv) ररक्तसंचाचा पूरक संच हा चवशवसंच असतो.  f¢= U

U
िाळेतील चक्रकेट खेळणारे सव्व चवद्ाथगी

 चक्रकेटचा संघ

                         
                     
         

     
        

 3  9
 11  13

 18

 19

 1
U

 1  3 5          A¢
                               7 
          
               9 

2  
4 6      8

 10

A

U

B B¢
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(1)  जर A = {a, b, c, d, e}, B = { c, d, e, f  }, C = {b, d}, D = {a, e}
 तर पतुढीलपैकी कोणती चवधाने सतय व कोणती चवधाने असतय आहेत ते चलहा. 
 (i) C Í B  (ii) A Í D  (iii) D Í B  (iv) D Í A  (v) B Í A  (vi) C Í A

(2) 1 ते 20 मधील नैसचग्वक संखयांचा चवशवसंच घेऊन X आचण Y वेन आकृतीने दाखवा. 

 (i) X = { x  |  x Î N, आचण 7 < x < 15}

 (ii) Y = { y  |  y Î N, y ही 1 ते 20 मधील मूळसंखया आहे.}

(3)  U = {1, 2, 3, 7, 8, 9, 10, 11, 12}
 P = {1, 3, 7, 10} 
 तर (i) U, P आचण P¢ वेन आकृतीने दाखवा.   (ii) (P¢)¢ = P याचा पडताळा घया. 

(4)  जर A = {1, 3, 2, 7} तर A या संचाचे कोणतेही तीन उपसंच चलहा. 

(5) (i) पतुढील संचांपैकी कोणते संच दुसऱया कोणतया संचांचे उपसंच आहेत, ते चलहा. 
  P हा पतुणयातील रचहवािांचा संच आहे.   M हा मधयप्रदेिातील रचहवािांचा संच आहे. 
  I हा इंदौरमधील रचहवािांचा संच आहे.   B हा भारतातील रचहवािांचा संच आहे. 
  H हा महाराष्टट्ातील रचहवािांचा संच आहे. 
 (ii) वरीलपैकी कोणता संच या उदाहरणात चवशवसंच महणून घेता येईल?

(6*) खाली काही संच चदले आहेत. तयांचा अभयास करताना कोणता संच तया संचांसाठी चवशवसंच   
 घेता येईल? 
 (i)  A = 5 चया पटीतील संखयांचा संच,  B = 7 चया पाढ्ातील संखयांचा संच. 
     C = 12 चया पटीतील संखयांचा संच. 
 (ii)  P = 4 चया पटीतील पणूाांक संखयांचा संच.  T = सव्व सम वग्व संखयांचा संच.

(7) वगा्वतील सव्व चवद्ाथयाांचा संच हा चवशवसंच मानू. गचणतात 50% चकंवा तयापेक्षा अचधक गतुण 
चमळवणाऱया चवद्ाथयाांचा संच A मानला तर A चा पूरक संच चलहा. 

जाणून घेऊया.

 संचांवरील शरिया

दोन संचांचा छेद (Intersection of two sets)
 समजा A आचण B हे दोन संच आहेत. A आचण B या संचांमधील सामाईक घटकांचया संचाला A आचण 
B या संचांचा छेदसंच असे महणतात. तो A Ç B असा चलचहतात आचण तयाचे वाचन A छेद B असे करतात. 

\   A Ç B = {x  |  x Î A आचण x Î B} 

सरावसंच 1.3
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B 
A

िे लक्ात ठेवूया.

8 91 2         3
4     7           6 10  C
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5 6

7 8

3

उदा (1) A = { 1, 3, 5, 7}  B = { 2, 3, 6, 8}
 आता वेन आकृती काढू. 
 A आचण B या दोनही संचांतील 3 हा सामाईक घटक आहे. 
 \ A Ç B = {3}

 उदा (2)  A = {1, 3, 9, 11, 13}   B = {1, 9, 11}
  संच A व संच B मधये 1, 9, 11 हे सामाईक घटक आहेत. 
 \ A Ç B = {1, 9, 11} परंततु B = {1, 9, 11}
 \ A Ç B = B 
 येथे B हा A चा उपसंच आहे, हे लक्षात ठेवूया.  
 \ जर B Í A तर  A Ç B = B.     तसेच       जर  B Ç A = B, तर B Í A
 

छेदसंचाचे गतुणधम्व
        (1)  A Ç B = B Ç A (2) जर A Í B तर  A Ç B = A
 (3)  जर A Ç B = B तर B Í A (4) A Ç B Í A आचण A Ç B Í B
 (5)  A Ç A¢ = f (6) A Ç A = A     (7) A Ç f = f 
  
कृती ः वेगवेगळी उदाहरणे घेऊन वरील गतुणधमाांचा पडताळा घया.

  
जाणून घेऊया.

 शवशिन्न संच (Disjoint sets)
समजा, A = { 1, 3, 5, 9} 

आचण B = {2, 4, 8} हे दोन संच चदले आहेत. 

संच A व B मधये एकही सामाईक घटक नाही. महणजेच ते संच पूण्वपणे 
चभन्न चकंवा चवभक्त आहेत. महणून तयांना ‘चवभक्त’ चकंवा ‘चवचभन्न’ संच 
असे महणतात. या संचांची वेन आकृती पाहा. 

कृती I :  येथे A, B, C हे संच वेन आकृतयांनी दाखवले आहेत. 

तयापंैकी कोणते दोन संच चवचभन्न आहेत ते चलहा. 

  2 4

 8        

  1 3

   5        9

A   B 
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  कृती II :   इंग्रजी अक्षरांचा संच हा चवशवसंच आहे असे समजा. 
  येथे संचांचे घटक इंग्रजी अक्षरे आहेत.
  समजा, LAUGH या िबदातील अक्षरांचा एक संच आहे.
  आचण CRY या िबदातील अक्षरांचा दुसरा संच आहे. 
  हे चवभक्त संच आहेत, असे महणता येईल.
  या दोनही संचांचा छेद ररक्त आहे हे अनतुभवा. 

  दोन संचांचा संयोग (Union of two sets)

समजा, A आचण B  हे दोन संच आहेत. या दोनही संचातील घटकांनी चमळून होणाऱया संचाला A आचण B या 
संचांचा संयोग संच महणतात. तो A È B असा चलचहतात आचण A संयोग B  असा वाचतात. 

 A È B = {x  |  x Î A चकंवा x Î B}
उदा (1)  A = {-1, -3, -5, 0}
  B = {0, 3, 5}
  A È B =  {-3, -5, 0, -1, 3, 5}
  लक्षात घया की, A È B = B È A
उदा (2)  

िेजारील वेन आकृतीत दि्ववलेलया संचांवरून खालील संच यादी 
पद्धतीने चलहा.

(i) U    (ii) A   (iii) B    (iv) A È B   (v) A Ç B   

(vi) A¢  (vii) B¢ (viii)(A È B)¢ (ix) (A Ç B)¢

        

उकल :  U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}
   A = {2, 4, 6, 8, 10},      B = {1, 3, 5, 7, 8, 10}
   A È B ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10}   A Ç B = {8, 10}
  A¢ = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 12} B¢ = {2, 4, 6, 9, 11, 12}

  (A È B)¢ ={9, 11, 12}        (A Ç B)¢ = {1, 2, 3, 4,  5, 6, 7, 9, 11, 12}

उदा (3)         A = {1, 2, 3, 4, 5}     B = {2, 3}
       आता या उदाहरणाची वेन आकृती पाहू. 
       A È B = {1, 2, 3, 4, 5}
       संच A आचण संच A È B मधये नेमके तेच घटक आहेत. 

        यावरून, जर B Í A तर A È B = A  
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 संयोग संचाचे गुणधर्म
 (1) A È B = B È A (2) जर A Í  B तर A È B = B
 (3) A Í A È B,  B Í A È B            (4) A È A¢= U   
 (5) A È A = A (6) A È f = A

जाणून घेऊया.

  संचातील घटकांची संखया (Number of elements in a set)

 समजा A = {3, 6, 9, 12,15} हा चदलेला संच आहे. या संचात 5 घटक आहेत.
 संच A मधील घटकांची संखया n (A) अिी दाखवतात.    \ n (A) = 5  
 समजा B = { 6, 12, 18, 24, 30, 36}   \ n (B) = 6

संयोग संच आशण छेद संच यांतील घटकांचया संखया 
 वरील संच A आचण संच B चवचारात घेतलयास,
 n (A) + n (B) = 5 + 6 = 11 ----(1)  
 A È B = {3, 6, 9, 12, 15, 18, 24, 30, 36}  \ n (A È B) = 9--------(2)
 A Ç B काढू. महणजेच संच A आचण संच B मधील सामाईक घटक पाहू. 
 A Ç B = {6, 12}  \  n (A Ç B) = 2--------(3)
 लक्षात घया, n (A) आचण n (B) मोजताना A Ç B चे घटक दोनदा मोजले आहेत. 
 n (A) + n (B) - n (A  Ç B ) = 5 + 6 - 2   = 9 तसेच n (A È B ) = 9
 समीकरणे (1), (2) आचण (3) वरून असे चदसते की,

 \ n (A È B ) = n (A) + n (B) - n (A Ç B)   

 वरील चनयमाचा पडताळा सोबतचया वेन आकृतीवरून घया. 

 n (A) =  ,   n (B) =      

 n (A È B )=  , n (A Ç B)= 

 \ n (A È B ) = n (A) + n (B) -  n (A Ç B)   

िे लक्ात ठेवूया.

n (A È B ) = n (A) + n (B) - n (A Ç B)
महणजेच n (A) + n (B) = n (A È B ) + n (A Ç B)

  आता  A = {1, 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13}  B = {1, 2, 4, 6, 8, 12, 13}

 हे संच घेऊन वरील चनयमाचा पडताळा घया. 

3
9             6

       15      12
       18

24                       
30  36       

 A  

िे लक्ात ठेवूया.

B
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जाणून घेऊया.

  संचांवर आधाररत िाब्दक उदािरणे 

उदा.   एका वगा्वत 70 चवद्ाथगी आहेत. तयांपैकी 45 चवद्ाथयाांना चक्रकेट हा खेळ आवडतो. 52  चवद्ाथयाांना 
खो-खो हा खेळ आवडतो. असा एकही चवद्ाथगी नाही की जयाला यांपैकी एकही खेळ आवडत नाही. तर 
चक्रकेट आचण खो-खो हे दोनही खेळ आवडणाऱया मतुलांची संखया काढा. फक्त चक्रकेट आवडणारी मतुले 
चकती ?

उकल : हे उदाहरण आपण दोन रीतींनी सोडवू.

रीत I : वगा्वतील एकूण चवद्ाथगी = 70

 चक्रकेट आवडणाऱया चवद्ाथयाांचा संच A मानू.  खो-खो आवडणाऱया चवद्ाथयाांचा संच B मानू. 

 प्रतयेक चवद्ाथया्वला चक्रकेट व खो-खो पैकी एक तरी खेळ आवडतो. 

 चक्रकेट चकंवा खो-खो आवडणाऱया चवद्ाथयाांची संखया महणजेच n (A È B ) 

 \ n (A È B ) = 70 

 चक्रकेट आचण खो-खो हे दोनही खेळ आवडणाऱया मतुलांची संखया = n (A Ç B)

 n (A)  = 45,         n (B) = 52  

 n (A È B ) = n (A) + n (B) - n (A Ç B) हे आपलयाला  माहीत आहे.

 \  n (A Ç B) =  n (A) + n (B) - n (A È B ) 

    =  45 + 52 - 70 = 27

 \ दोनही खेळ आवडणारी मतुले 27, चक्रकेट आवडणारी मतुले 45 आहेत. \ फक्त चक्रकेट आवडणारी मतुले  
    = 45 - 27 = 18

         A Ç B  हा दोनही खेळ आवडणाऱया चवद्ाथयाांचा संच आहे.  \  n (A Ç B)= 27
रीत II : चदलेली माचहती वेन आकृतीत दि्ववूनही दोनही खेळ आवडणाऱया मतुलांची संखया पतुढीलप्रमाणे  
  काढता येते. 

n (A Ç B) = x मानू. n (A) = 45, n (B) = 52,

n (A È B ) = 70 हे आपलयाला माचहत आहे.

\ n (A Ç B) = x = n (A) + n (B) - n (A Ç B)
         = 52 + 45 - 70 = 27
वेन आकृती वरून फक्त चक्रकेट आवडणारी मतुले = 45 - 27  
             =18

 A

 (45-x)     x 

B
 

(52-x)
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(1)    जर n (A) = 15, n (A È B ) =  29,  n (A Ç B) = 7 तर n (B)  = चकती? 
(2)   एका वसचतगृहात 125 चवद्ाथगी आहेत, तयांपैकी 80 चवद्ाथगी चहा घेतात, 60 चवद्ाथगी कॉफी घेतात 

आचण 20 चवद्ाथगी चहा व कॉफी ही दोनही प्रकारची पेये घेतात, तर एकही पेय न घेणाऱया चवद्ाथयाांची 
संखया काढा. 

(3)   एका सपधा्व परीक्षेला 50 चवद्ाथगी इंग्रजीत उततीण्व झाले. 60 चवद्ाथगी गचणत चवरयात उततीण्व झाले. 
40 चवद्ाथगी दोनही चवरयांत उततीण्व झाले. एकही चवद्ाथगी दोनही चवरयांत अनतुततीण्व झाला नाही. तर एकूण 
चवद्ाथगी चकती होते ? 

(4*)   एका िाळेतील इयतता नववीचया 220 चवद्ाथयाांचया आवडींचे सववेक्षण केले. तयांपैकी 130 चवद्ाथयाांनी 
चगररभ्रमणाची आवड आहे असे सांचगतले व 180 चवद्ाथयाांनी आकािदि्वनाची आवड आहे असे सांचगतले. 
110 चवद्ाथयाांनी चगररभ्रमण आवडते व आकािदि्वनही आवडते असे सांचगतले. तर चकती चवद्ाथयाांना या 
दोनहींपैकी किाचीच आवड नाही? चकती चवद्ाथयाांना फक्त चगररभ्रमण आवडते? चकती चवद्ाथयाांना फक्त

  आकािदि्वन आवडते? 

(5) िेजारील वेन आकृतीवरून पतुढील सव्व संच चलहा.        

 (i) A  (ii) B (iii) A È B  (iv) U 

 (v) A¢ (vi) B¢ (vii) (A È B)¢

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 1

(1)  खालील प्रशनांसाठी अचूक पया्वय चनवडा. 

 (i)  M = {1, 3, 5},  N = {2, 4, 6}, तर M Ç N = ?

  (A) {1, 2, 3, 4, 5, 6}    (B) {1, 3, 5}    (C) f     (D) {2, 4, 6}

 (ii)  P = {x | x ही चवरम नैसचग्वक संखया, 1< x £ 5} हा संच यादीपद्धतीने कसा चलचहला जाईल?

   (A) {1, 3, 5}     (B) {1, 2, 3, 4, 5}      (C) {1, 3}     (D) {3, 5}

 (iii) P = {1, 2, .........10}, हा कोणतया प्रकारचा संच आहे?
  (A) ररक्त संच     (B) अनंत संच     (C) सांत संच     (D) यांपैकी नाही
 (iv)  M È N = {1, 2, 3, 4, 5, 6} आचण M = {1, 2, 4} तर खालीलपैकी N हा संच   
  कोणता? 
  (A) {1, 2, 3}     (B) {3, 4, 5, 6}     (C) {2, 5, 6}     (D) {4, 5, 6}

सरावसंच 1.4
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 (v)  जर P Í M, तर PÇ(P È M) हा खालीलपैकी कोणता संच आहे? 

   (A) P     (B) M     (C) PÈM     (D) P¢ÇM
 (vi)  खालीलपैकी कोणता संच ररक्त संच आहे? 
        (A) समांतर रेरांचया छेदन चबंदूंचा संच   (B) सम मूळसंखयांचा संच 
        (C) 30 पके्षा कमी चदवस असलेलया इंग्रजी मचहनयांचा संच

  (D) P = {x |  x Î I, -1< x < 1}
(2)  खालील उपप्रशनांसाठी अचूक पया्वय चनवडा. 
 (i)  खालीलपैकी कोणता समूह संच आहे?
  (A) इंद्रधनतुषयातील रंग   (B) िाळेचया आवारातील उंच झाडे
  (C) गावातील श्ीमंत लोक  (D) पतुसतकातील सोपी उदाहरणे
 (ii)  NÇW हा संच खालीलपैकी कोणता? 
   (A) {1, 2, 3, .....}    (B) {0, 1, 2, 3, ....}    (C) {0}    (D) {  }

 (iii)  P = {x  |  x हे indian या िबदातील अक्षर आहे} तर P हा संच यादी पद्धतीने खालीलपैकी 
  कोणता ?
  (A) {i, n, d}    (B) {i, n, d, a}    (C) {i, n, a}    (D) {n, d, a}
 (iv)  जर T = {1, 2, 3, 4, 5} व M = {3, 4, 7, 8} तर T È M = ?
  (A) {1, 2, 3, 4, 5, 7}  (B) {1, 2, 3, 7, 8}  
  (C) {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8} (D) {3, 4}
(3) एका गटातील 100 लोकांपैकी 72 लोक इंग्रजी बोलतात आचण 43 लोक फ्रेंच बोलतात. हे 100 लोक इंग्रजी 

चकवा फ्रेंच यांपैकी चकमान एक भारा बोलतात, तर चकती लोक फक्त इंग्रजी बोलतात? चकती लोक फक्त फ्रेंच 
बोलतात? आचण चकती लोक इंग्रजी आचण फ्रेंच या दोनही भारा बोलतात?

(4)  पाथ्वने वृक्षसंवध्वन सप्ाहात 70 झाडे लावली तर प्रज्ाने 90 झाडे लावली. तयांपैकी 25 झाडे दोघांनीही चमळून 
लावली, तर पाथ्व चकंवा प्रज्ा यांनी एकूण चकती झाडे लावली?

(5)  जर n (A) = 20, n (B) = 28 व n (A  È B) = 36 तर  n (A  Ç B) = ?

(6)  एका वगा्वतील 28 चवद्ाथयाांपैकी 8 चवद्ाथयाांचया घरी फक्त कुत्ा पाळला आहे, 6 चवद्ाथयाांचया घरी फक्त 
मांजर पाळले आहे. 10 चवद्ाथयाांचया घरी कुत्ा आचण मांजर दोनहीही पाळले आहे तर चकती चवद्ाथयाांचया 
घरी कुत्ा चकंवा मांजर यांपैकी एकही प्राणी पाळलेला नाही? 

(7)  पतुढील प्रतयेक उदाहरणातील संचांचा छेद संच वेन आकृतीचया साहाययाने दाखवा. 

 (i) A ={3, 4, 5, 7}  B ={1, 4, 8}
 (ii) P = {a, b, c, e, f} Q ={l, m, n , e, b}
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 कृती I : ररकामया जागी संचाचे घटक शलिा. 
 U = {1, 3, 5, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15}

 A = {1, 11, 13} B = {8, 5, 10, 11, 15} A¢ = {........} B¢ = {........}

  A Ç B = {............}    A¢ Ç B¢ = {...............}

  A È B  = {............}       A¢ È B¢ = {............}   

  (A Ç B)¢ = {............}   (A È B)¢ = {............}

 पडताळा घया : (A Ç B)¢ = A¢ È  B¢,  (A È B)¢ = A¢ Ç B¢

 कृती II : तरुचया आसपासचया 20 कुटुंबाकडून पुढील राशिती शरळवा.

 (i)  मराठी वत्वमानपत्े घेणाऱया कुटुंबांची संखया.
 (ii) इंग्रजी वत्वमानपत्े घेणाऱया कुटुंबांची संखया.
 (iii) इंग्रजी व मराठी या दोनही भारांतील वत्वमानपत्े घेणाऱया कुटुंबांची संखया.

 चमळवलेली माचहती वेन आकृतीने दाखवा.

���

     

     2       3       1
      7         5

     10
   8

9
11 13

4
A

U
B

 (iii)  X =  {x | x ही 80  व 100 यांचया दरमयानची मूळसंखया आहे } 

  Y =  {y | y ही 90  व 100 मधील चवरम संखया आहे } 

(8) खालीलपैकी कोणते संच कोणतया संचांचे उपसंच आहे ते चलहा. 
 X = सव्व चौकोनांचा संच.  Y = सव्व समभतुज चौकोनांचा संच. 
 S = सव्व चौरसांचा संच.  T = सव्व समांतरभतुज चौकोनांचा संच.
 V = सव्व आयतांचा संच. 

(9)  जर M हा कोणताही एक संच असेल, तर M È f आचण M Ç f चलहा. 

(10*)          

                                                         िेजारील वेन आकृतीवरून U, A, B, A  È B 

                                                         आचण A Ç B हे संच चलहा.

(11) जर  n (A) = 7,   n (B) = 13, n (A Ç B) = 4,  तर   n (A  È B} = ?
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2 वासतव संखया

     •  पररमेय संखयांचे गतुणधम्व  •  अपररमेय संखयांचे गतुणधम्व  •  करणी  

       •  वग्वकरणींची ततुलना  •  वग्वकरणींवरील चक्रया   •  वग्वकरणींचे पररमेयीकरण

 
मागील इयततांमधये आपण नैसचग्वक संखया, पूणाांक संखया आचण वासतव संखया यांचा अभयास केला आहे. 
 N  =  नैसचग्वक संखयासंच = {1, 2, 3, 4, ...}
 W  =  पणू्व संखयासंच = {0, 1, 2, 3, 4,...}
 I  =  पणूाांक संखयासंच = {..., -3,-2,-1,0,1,2,3...}
 Q  =  पररमेय संखयासंच = { p

q
, | p, q Î I, q ¹ 0}

 R  =  वासतव संखयासंच. 
 N Í W Í  I Í  Q Í  R. 

 परररेय संखयांरधील रिरसंबंध : q
p आचण s

r    या पररमेय संखया असून q > 0, s > 0

  (i) जर p ´ s = q ´ r   तर q
p = s

r     (ii)  जर p ´ s > q ´ r  तर q
p > s

r     

 (iii)  जर p ´ s < q ´ r  तर q
p < s

r      

जाणून घेऊया.
 

  परररेय संखयांचे गुणधर्म (Properties of rational numbers) 

a, b, c  या पररमेय संखया असतील तर
गतुणधम्व बेरीज गतुणाकार 

1. क्रमचनरपेक्षता a + b = b + a a ´ b = b ´ a

2. साहचय्व (a + b) + c = a + (b + c) a ´(b ´ c) = (a ´ b) ´ c 

3. अचवकारक a + 0 = 0 + a = a a ´ 1 = 1 ´ a = a

4. वयसत a + (-a) = 0
a ´ 

1
a

 = 1       (a ¹ 0)

जरा आठवूया.

चला, शिकूया.
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	 कोणत्याही	परिमे्	संख्ेचे	दशयांश	अपूणयाांकी	रूप	खंडित	डकंवया	अखिं	आवतती	असते.	

    खंडित रूप     अखिं आवतती रूप

 (1)  2
5
				=	0.4		 	 	 (1)			 17

36
	=	0.472222...	=	0.472

	 (2)		 −
7
64 	=	-0.109375	 		 (2)		 33

26
	=	1.2692307692307...	=	1.2692307

	 (3)	 	101
8
	=	12.625	 	 	 (3)		 56

37
	=	1.513513513...	=	1.513

जाणून घेऊया.

  अखंि आवतती दशांश रूपातील परिमेय संखया
p
q  या रूपात मांिणे. 

उदा (1)				0.777....	हया	आवतती	दशयांश	अपूणयाांक	
p
q 	रूपयात	डिहया.	

उकल : 	 	समजया	x	=	0.777...	=		0.7

            \ 10 x	=		7.777...	=	7.7

       \  10x -x	=		7.7	-	0.7

       \	9x	=		7

                              \  x = 7
9

     \		0.777...	=	 9
7      

उदा (2)					7.529529529...	हया	आवतती	दशयांश	अपूणयाांक	
p
q 	रूपयात	डिहया.	

उकल :	समजया,	x	=	7.529529...	=	7.529

  \     1000  x	=	7529.529529...	=7529.529

  \    1000 x - x	=	7529.529 	-	7.529

  \					999	x	=	7522.0		 					\    x  = 
7522
999

   \			7.529  = 
7522
999

जिा आठवूया.

				डवचयाि	करू्या.

2.43	 ही	संख्या	 p
q
	रूपयात

डिडहण्यासयाठी	कया्	कियाि	?
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 (1) चदलेलया संखयेत दिांि चचनहानंतर लगेच चकती अंक आवतगी आहेत हे पाहून तयाप्रमाणे तया संखयेला 10, 

100, 1000 यांपैकी योगय संखयेने गतुणावे. उदा.  2.3 या संखयेत 3 हा एकच अंक आवतगी आहे. महणून   

2.3  ही संखया q
p  रूपात आणणयासाठी चतला 10 ने गतुणावे. 

  1. 24  या संखयेत 2, 4 हे दोन अंक आवतगी आहेत. महणून  1. 24    ला 100 ने गतुणावे.  
  1.513  या संखयेत 5, 1, 3  हे तीन अंक आवतगी आहेत. महणून  1.513  ला 1000 ने गतुणावे.
 (2) पररमेय संखयेचया छेदाचे मूळ अवयव तपासा. तयांत 2 अाचण 5 यांचया वयचतररक्त मूळसंखया नसतील तर तया 

परमेय संखयेचे दिांि रूप खंचडत असते. 2 व 5 वयचतररक्त मूळसंखया ही छेदाचा अवयव असेल तर तया 
संखयेचे दिािं रूप अखंड आवतगी असते. 

सरावसंच 2.1

1.  खालीलपैकी कोणतया पररमेय संखयांचे दिांि रूप खंचडत असेल आचण कोणतया संखयेचे दिांि रूप अखंड  
 आवतगी असेल ते चलहा.

 (i) 13
5

  (ii) 2
11

  (iii) 29
16

  (iv) 17
125

  (v) 11
6

2.   खालील पररमेय संखया दिािं रूपात चलहा. 

 (i) 127
200

         (ii) 25
99

  (iii) 23
7

  (iv) 4
5

  (v) 
17
8

3.  खालील पररमेय संखया 
p
q   रूपात चलहा. 

 (i) 0.6   (ii) 0.37   (iii) 3.17   (iv) 15.89   (v)2.514

जरा आठवूया.

  खालील संखयारेरेवर दाखवलेलया 2  व 3  हा संखया पररमेय नाहीत, महणजेच तया अपररमेय आहेत. 

   या संखयाररेेवर OA = 1 एकक अंतर आहे. O चया डावीकडे B चबंदूही 1 एकक अंतरावर आहे. B चबंदूचा चनदवेिक 

-1 आहे. P चबंदूचा चनदवेिक 2  असून तयाची चवरुद्ध संखया C या चबंदूने दि्ववली आहे. C चबंदूचा चनदवेिक - 2  

आहे. तयाप्रमाणे 3  ची चवरुद्ध संखया - 3  दि्ववणारा  चबंदू D आहे. 

OBCD A P
0 1-1 33 22- -

िे लक्ात ठेवूया.
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जाणून घेऊया.

   अपरररेय आशण वासतव संखया (Irrational and real numbers)

 2  ही संखया अपररमेय आहे हे अप्रतयक्ष चसद्धता देऊन चसद्ध करता येते. 

 2  ही पररमेय संखया आहे हे गृहीत धरू.  ती q
p  मानू.

  
p
q  हे तया पररमेय संखयेचे संचक्षप् रूप आहे महणजेच  p व q मधये 1 पेक्षा वेगळा सामाईक चवभाजक नाही, 

असे मानू.

  2  = 
p
q     \  2 = 

P
q

2

2      (दोनही बाजूंचा वग्व करून)

 \   2q2 = p2

 \  p2 ही समसंखया आहे.  

 \  p सतुद्धा समसंखया अाहे, महणजेच 2 हा p चा चवभाजक आहे. ....(I)

 \   p = 2t   \ p2 = 4t2  t Î I

 \  2q2 = 4t2   ( \ p2 = 2q2) \  q2 = 2t2  \ q2 ही सम संखया आहे. \ q ही सम संखया आहे. 

 \  2 हा q चा सतुद्धा चवभाजक आहे.   .... (II)

 चवधान (I) व (II) वरून 2 हा p आचण q यांचा सामाईक चवभाजक आहे. 

 ही चवसंगती आहे. कारण 
p
q  मधये p आचण q चा 1 वयचतररक्त एकही सामाईक चवभाजक नाही. 

 \  2   ही पररमेय संखया आहे हे गृहीत चतुकीचे आहे. \ 2  ही अपररमेय संखया आहे. 

 याच पद्धतीने 3 , 5  या अपररमेय संखया आहेत हे दाखवता येते. तयासाठी 3 चकंवा 5 हा, n चा चवभाजक 

असेल तरच तो n2 चा ही चवभाजक असतो या चनयमाचा उपयोग करा.

 2 , 3 , 5  अिा संखया, संखयारेरेवर दाखवता येतात. 
 जी संखया संखयारेरेवर चबंदूने दाखवता येते, ती वासतव संखया आहे असे महणतात. 
 थोडकयात, संखयारेरेवरील प्रतयके चबंदूचा चनदवेिक ही वासतव संखया असते आचण प्रतयेक वासतव संखयेिी 
चनगचडत असणारा चबंदू संखयारेरेवर असतो. 
 आपलयाला माहीत आहे, की प्रतयेक पररमेय संखया वासतव संखया असते. परंततु 2  , 3 , - 2 , p,  
3 + 2  अिा वासतव संखया पररमेय नाहीत. महणून प्रतयेक वासतव संखया ही पररमेय असतेच असे नाही हे लक्षात 
ठेवा.

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



23

  अपरिमेय संखययंची दशयंश रूपयत मयंडणी

आपण 2 व 3 या संखयांची वर्गमुळे भाराकार पद्धतीने काढू. 

 2 चे वर्गमूळ      3  चे वर्गमूळ

        1.41421...             1.732....
  1     2.00  00  00  00 ....        1    3. 00  00  00  00 ....
+1   -1                +1  -1
   24   100        27    200
  +4    -96       +7   -189
   281     400        343      1100
   + 1    -281        + 3    -1029
  2824     11900      3462   007100
  +   4    -11296      +   2      -6924
  28282       60400      3464       0176
  +     2     - 56564
  28284 1     0383600

	 	 	 	

\	 2  = 1.41421...    \	 3  = 1.732...
 

येथे भाराकारातील दशांश चचन्ापुढील अंकांची संखया कधी्ी संपत ना्ी. म्णजेच अनंत अंकांचा क्रम चमळतो. ्ा क्रम 
का्ी अंकांचया रटाचया आवत्गनाने तयार ्ोत ना्ी. म्णून ्े संखयेचे दशांशरूप अखंड अनावतती असते. 
	 2 , 3  या संखया अपररमेय संखया आ्ेत. म्णजेच 1.4142... आचण 1.732... यासदु्धा अपररमेय संखया 

आ्ेत. ययवरून लक्यत घयय, की अखंड अनयवतती दशयंश रूपयतील संखयय अपरिमेय असते. 

संखयय p

कृती I 
जाड काड्गबोड्गवर वरेवेरळ्ा चरिजयांची वतु्गळे काढा. तीन, चार वतु्गळाकृती चकतया कापा. प्रतयेक चकतीचया 
कडेवरून दोरा चिरवून प्रतयेक वतु्गळाकृती चकतीचा परीघ मोजा. खालील सारणी पूण्ग करा. 
अ. क्र. चरिजया वयास (d) परीघ (c) रुणोततर = c

d

1 7 सेमी

2 8 सेमी

3 5.5 सेमी

शेजारील सारणीवरून 
c
d  ्े रुणोततर 

प्रतयेक वेळी 3.1 चया जवळपास येते. 
म्णजे स्थर असते ्े लक्ात येईल. 
ते रुणोततर p या चचन्ाने दश्गवतात. 
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कृती II
p	ची अंदाजे चकंमत काढणयासाठी 11 सेमी, 22 सेमी व 33 सेमी लांबीचे तारेचे तुकडे घया. प्रतयेक तारेपासून वतु्गळ 
तयार करा. तया वतु्गळांचे वयास मोजा व खालील सारणी पूण्ग करा. 
वतु्गळ क्र. परीघ वयास परीघ व वयास यांचे 

रुणोततर
1 11 सेमी

2 22 सेमी

3 33 सेमी

 वतु्गळाचा परीघ व वयास यांचे रुणोततर ्ी स्थर संखया असते, ती अपररमेय असते. ती संखया p	या चचन्ाने 

दश्गवली जाते. p ची अंदाजे चकंमत 22
7

 चकंवा 3.14 घेतात.

 थोर भारतीय रचणती आय्गभट यांनी इ. स. 499 मधये p ची चकंमत 62832
20000

 = 3.1416 अशी काढली ्ोती.

 3  ्ी अपररमेय संखया आ्े ्े आपण पाच्ले आ्े. आता 2 + 3  ्ी संखया अपररमेय आ्े का ते पाहू.

 समजा, 2 + 3  ्ी संखया अपररमेय ना्ी असे मानू. म्णजेच ती पररमेय असायला ्वी.

 जर 2 + 3  पररमेय असेल तर 2 + 3  = 
p
q  आ्े असे मानू.

 \ 3  = 
p
q  - 2 ्े समीकरण चमळते.

 येथे डावी बाजू अपररमेय संखया आचण उजवी बाजू पररमेय संखया अशी चवसंरती येते.

  म्णजेच 2 + 3   ्ी पररमेय संखया नसून ती अपररमेय संखया आ्े, ्े चसद्ध ्ोते. 

  तयाचप्रमाणे 2 3  अपररमेय आ्े ्े दाखवता येते. 

दोन अपररमेय संखयाची बेरीज चकंवा रुणाकार पररमेय असू शकतो ्े पुढीलप्रमाणे पडताळता येते. 

जसे, 2 + 3  +(- 3  ) = 2, 4 5 	¸	 5 	=	4,  (3 + 5 )	-	( 5 )	= 3,  

 2 3  ´	 3  = 6   2  ´	 5 	=	 10 ,		 	 2 5 - 5 	=	 5

हे लक्यत ठेवूयय.

अपरिमेय संखययंचे रुणधम्ग 

(1)  पररमेय संखया व अपररमेय संखया यांची बेरीज चकंवा वजाबाकी ्ी अपररमेय संखया असते. 
(2)  शूनयेतर पररमेय संखया व अपररमेय संखया यांचा रुणाकार चकंवा भाराकार ्ीसुद्धा एक अपररमेय संखया असते. 
(3)  दोन अपररमेय संखयांची बेरीज, वजाबाकी, रुणाकार व भाराकार ्े मारि पररमेय चकंवा अपररमेय असू शकतात.

 परीघ व वयास यांचे रुणोततर 
22
7  चया जवळपास आले का याचा 

पडताळा घया.
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जाणून घेऊया.

 वासतव संखयांवरील रिरसंबंधाचे गुणधर्म 

1.  जर a आचण b या दोन वासतव संखया असतील तर तयांचयामधये a = b चकंवा a < b चकंवा a > b यांपैकी 
कोणता तरी एकच संबंध असतो. 

2.  जर a < b आचण b < c तर a < c   3. जर a < b  तर a + c < b + c

4.  जर a < b अाचण जर c > 0 तर ac < bc  आचण जर c < 0 तर ac > bc
 पररमेय व अपररमेय संखया घेऊन वरील चनयम पडताळून पाहा. 

  ऋण संखयेचे वग्मरूळ  

 जर   a = b तर b2 = a हे आपलयाला माहीत आहे. 

 यावरून जर 5  = x तर x2 = 5 हे आपलयाला समजते. 

 तसेच आपलयाला हे माहीत आहेे, की कोणतयाही वासतव संखयेचा वग्व ही नेहमी ॠणेतर संखया येते.  

महणजे कोणतयाही वासतव संखयेचा वग्व कधीही ऋण नसतो. पण ( -5  )2 = -5 \ -5  ही वासतव संखया नाही. 

 महणजेच ऋण वासतव संखयेचे वग्वमूळ वासतव संखया नसते.  

सरावसंच 2.2

(1)   4 2  ही संखया अपररमेय आहे हे चसद्ध करा. 
(2)  3 + 5  ही संखया अपररमेय संखया आहे हे चसद्ध करा. 
(3) 5 , 10  या संखया संखयारेरेवर दाखवा.
(4)  खाली चदलेलया संखयांचया दरमयानचया कोणतयाही तीन पररमेय संखया चलहा. 
 (i) 0.3 आचण -0.5  (ii) -2.3 आचण -2.33
 (iii) 5.2 आचण 5.3  (iv) -4.5 आचण -4.6

जाणून घेऊया.

  धन परररेय संखयचेे रूळ (Root of positive rational number)

 जर x2 = 2 तर x =  2  चकंवा x = - 2 , असते. 2  आचण - 2  हा अपररमेय संखया आहेत हे 

आपलयाला माहीत आहे. ,7 83 4 , यांसारखया संखया सतुद्धा अपररमेय असतात.

 n धन पूणाांक संखया असून व xn = a असेल, तर x हे a चे n वे मूळ आहे असे महणतात. हे मूळ पररमेय चकंवा 
अपररमेय असते.  

 उदा. 25 = 32 \  2 हे 32 चे 5 वे मूळ पररमेय आहे, पण x5 = 2 तर x = 25  ही अपररमेय संखया आहे. 
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   करणी (Surds)

 आपलयाला माहीत आहे की 5 ही पररमेय संखया आहे परंततु 5  ही पररमेय नाही. जयाप्रमाणे वासतव संखयेचे 
वग्वमूळ चकंवा घनमूळ पररमेय चकंवा अपररमेय असू िकते तयाचप्रमाणे n वे मूळ देखील पररमेय चकंवा अपररमेय असू 
िकते. 

जर n  िी 1 पेक्ा रोठी पणूाांक संखया असेल आशण a या धन वासतव संखयेचे n वे रूळ x ने दाखवले तर 
xn = a शकंवा an = x असे शलशितात. 

जर a ही धन परररेय संखया असेल आशण a चे n वे रूळ x िी अपरररेय संखया असेल तर x िी करणी 
(अपरररेय रूळ) आिे असे मिणतात.  

 an  ही करणी संखया असेल तर  या चचनहाला करणी शचनि (radical sign) महणतात.  n या संखयेला 
तया करणीची कोटी (order of the surd) महणतात आचण a ला करणीसथ संखया (radicand) असे महणतात. 

(1)  समजा a = 7, n = 3, तर 73  ही करणी आहे. कारण 73  ही अपररमेय आहे. 

(2)  समजा a = 27 आचण n = 3 असेल तर 273  = 3 ही अपररमेय संखया नाही महणून 273  ही करणी नाही. 

(3) 83 ही करणी आहे का? 
 समजा 83 = p   p3 = 8.  कोणतया संखयचेा घन 8 आहे? 
 आपलयाला माहीत आहे की, 2 या संखयचेा घन 8 आहे. 

 83  मधय ेa  = 8 ही पररमेय संखया आहे. येथे n = 3 ही धन पणूाांक संखया आहे. परंततु 83  ही संखया अपररमेय 

नाही कारण 8 चे घनमूळ 2 आहे. \ 83  ही करणी नाही. 

(4) आता 84  चा चवचार करू,
 येथे a  = 8,  करणीची कोटी  n = 4; परंततु 8 ही संखया कोणतयाही पररमेय संखयचेा चौथा घात नाही. 
 महणजे 84 ही अपररमेय संखया आहे.  \ 84  ही करणी आहे. 
 आपण फक्त कोटी 2 असणाऱया महणजे 3 , 7 , 42  इतयादी करणींचा चवचार करणार आहोत. 
 कोटी 2 असणाऱया करणींना वग्म करणी महणतात. 

  करणीचे सोपे रूप

कधी कधी करणी संखयांना सोपे रूप देता येते. जसे  (i) 48  = 16 3´ = 16  ´ 3  = 4 3

               (ii) 98  = 49 2´  = 49 ´ 2  = 7 2

 2 , 3 , 5 ....अिा काही करणी सोपया रूपातील करणी आहेत. तयांना आणखी सोपे रूप देता येत नाही. 

  सजातीय करणी (Similar or like surds)

 2 , -3 2 , 4
5 2  या काही सजातीय करणी आहेत. जर p आचण q या पररमेय संखया असतील तर  

p a ,  q a  या सजातीय करणी अाहेत असे महणतात. दोन करणी सजातीय असणयासाठी तयांची कोटी सरान 
असावी लागते. तसेच करणीस्थ संखयािी सरान असावया लागतात. 
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 45  व 80  या करणींची कोटी 2 आहे, महणजे यांची कोटी समान आहे, परंततु करणीसथ संखया समान नाहीत. 

महणून या करणी सजातीय नाहीत असे चदसते. या करणींना सोपे रूप देऊ. 

 45  = 9 5´ = 9  ´ 5  = 3 5   आचण 80  = 16 5´  = 16  ´ 5  = 4 5

 3 5  व 4 5  या करणी सजातीय आहेत 

 महणजे 45  व 80  या करणींची सोपी रूपे सजातीय करणी आहेत.

िे लक्ात ठेवूया.

  सोपया रूपातील करणींची कोटी व करणीसथ संखया समान होत असतील तर तया करणींना सजातीय करणी महणतात. 

जाणून घेऊया.

  करणींची तुलना (Comparison of surds)

 समजा a, b, k  या धनवासतव संखया असलया तर

 a <b   यावरून ak < bk चमळते.   \ a 2< ab < b2

महणजे a < b तर a 2< b2

उलट a 2< b2 असेल तर a  = b, a  > b आचण a < b या िकयता पाहू. 

a  = b वरून a 2 = b2, a  > b वरून a2 > b2 चमळते परंततु हे अिकय

\ a < b चमळते. महणजे a 2< b2  तर a < b
येथे a  आचण b या वासतव संखया असलयाने तया पररमेय संखया चकंवा करणी असू िकतात. 
याचा उपयोग करून दोन करणींमधील लहान-मोठेपणा तपासू. 

  (i) 6 2 , 5 5      (ii) 8 3 , 192       (iii) 7 2 , 5 3

        36  ´ 2    ? 25  ´ 5  64 ´ 3   ?  192         49  ́  2   ?  25  ́  3

             72  ?  125                    192  ? 192                           98   ?  75  

       परंततु   72  <  125   परंततु 192   =  192                परंततु  98    >    75

      \ 6 2    <   5 5             \ 192   =   192          \ 7 2    >    5 3

      \ 8 3    =   192     
   शकंवा        शकंवा

 (6 2 )2  (5 5 )2,      (7 2 )2  (5 3 )2,
   72 < 125         98 > 75
   \ 6 2    <    5 5        \ 7 2    >   5 3
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  सजातीय करणींवरील क्रिया (Operations on like surds)

सजातीय करणींवर बेरीज, वजाबाकी, गुणाकार, भागाकार या क्रिया करता येतात. 

उदा (1) सोपे रूप द्ा :  7 3  + 29 3 	  

उकल : 7 3  + 29 3  = (7 + 29) 3  = 36 3 	 	 	

उदा (2) सोपे रूप द्ा :  7 3  - 29 3

उकल  : 7 3  - 29 3  = (7 - 29) 3  = -22 3

उदा (3) सोपे रूप द्ा :  13 8  + 
1
2 8  - 5 8

उकल  : 13 8  + 
1
2

8  - 5 8   = (13 + 1
2

 -5) 8  = ( 26 1 10
2

+ − ) 8  

  = 17
2

8= 17
2

4 2´  

 	 =	17
2

 ´	2 2    =17 2

उदा (4) सोपे रूप द्ा :  

उकल :             =  

                =   

                =  (8 + 2 - 5) 5

                =  5 5

उदा (5) करणींचा गुणाकार करा ः 7  ´	 42

उकल : 7  ´	 42  = 7 42´  = 7 7 6´ ´ =7 6 								( 7 6  ही अपररमेय संखया आहे.) 

उदा (6) करणींचा भागाकार करा : 125  ¸	 5

उकल : 
125

5  =
125

5  = 25  = 5  (5 ही पररमेय संखया आहे.) 

उदा (7) 50  ´ 18 	= 25 2 9 2´ ´ ´  = 5 2  ´	3 2  = 15 ´	2 = 30 

दोन करणींचा गुणाकार क्कंवा भागाकार ही पररमेय संखया असू शकते, हे वरील उदाहरणांवरून लक्ात घया.  

    क्वचार करूया.

?	=
?	=
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  करणीचे परररेयीकरण (Rationalization of surd)

 दोन करणींचा गतुणाकार पररमेय संखया येत असेल तर तयांपैकी कोणतयाही एका करणीस दुसऱया करणीचा 

परररेयीकरण गुणक (Rationalizing Factor) महणतात. 

उदा (1) 2  या करणीला 2  ने गतुणले असता 2 2´  = 4  चमळतात. 4  = 2 ही पररमेय संखया आहे. 

  \ 2  चा पररमेयीकरण गतुणक 2  आहे. 

उदा (2) 2  ´ 8  हा गतुणाकार करा.  

  2  ´ 8  = 16  = 4 ही पररमेय संखया आहे. 

  \ 2  चा 8  हा पररमेयीकरणाचा गतुणक आहे.

 तयाप्रमाणे तर 8 2  ही करणीसतुद्धा 2  या करणीचा पररमेयीकरण गतुणक आहे. 

 कारण 2  ´ 8 2  =  8 2  ´ 2  = 8 ´ 2 = 16. 

 6 , 16  50  हे 2  चे पररमेयीकरण गतुणक आहेत का हे पडताळा.

िे लक्ात ठेवूया.

चदलेलया करणीचा पररमेयीकरण गतुणक एकमेव नसतो. एखादी करणी चदलेलया करणीचा पररमेयीकरण गतुणक 
असेल तर चतला िूनयेतर पररमेय संखयेने गतुणून येणारी करणीसतुद्धा चदलेलया करणीचा पररमेयीकरण गतुणक असते. 

उदा (3) 27   चा पररमेयीकरण गतुणक चलहा. 

उकल : 27   =   9 3#  = 3 3   \ 3 3  ´ 3  = 3 ´ 3 = 9 ही पररमेय संखया आहे.  

 \ 3  हा 27  या करणीचा पररमेयीकरण गतुणक आहे. 

 लक्षात घया की, 27   = 3 3  महणजे 3 3   ´ 3 3  = 9 ´ 3 = 27. 

 महणजे 27   या चदलेलया करणीचा 3 3  हा सतुद्धा पररमेयीकरण गतुणक असेल. या वयचतररक्त 4 3 , 7 3  

असे अनेक गतुणक चमळतील.  यांपैकी 3  हा सवाांत सोपया मांडणीतील पररमेयीकरण गतुणक आहे.

उदा (4) 1
5

 चया छेदाचे पररमेयीकरण करा. 

उकल :   
1
5

 = 
1
5

 ´ 5
5

 = 5
5          ....अिंाला व छेदाला 5 ने गतुणू.

उदा (5) 
3

2 7
  चया छेदाचे पररमेयीकरण करा. 

उकल :   
3

2 7     = 
3

2 7  ´ 7
7

   =  
3 7
2 7´  = 

3 7
14       (येथे  2 7  ला  7 ने गतुणणे पतुरेसे आहे.)
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िे लक्ात ठेवूया.

छेदाचे पररमेयीकरण करणयासाठी पररमेयीकरण गतुणकाचा उपयोग होतो.    
 कोणतयाही संखयेचा छेद पररमेय संखया असणे सोईचे असते महणून छेदांचे पररमेयीकरण करतात. 

सरावसंच 2.3

(1)  पतुढील करणींचया कोटी सांगा. 

 (i) 73       (ii) 5 12       (iii) 104       (iv) 39       (v) 183

(2)  पतुढीलपैकी कोणतया संखया करणी आहेत हे सांगा. 

 (i)  513        (ii) 164       (iii) 815       (iv) 256       (v) 643       (vi) 
22
7

(3)  खालील जोड्ांपैकी कोणतया करणींचया जोड्ा सजातीय व कोणतया चवजातीय आहेत हे ओळखा. 

 (i) 52 , 5 13   (ii) 68 , 5 3  (iii) 4 18 , 7 2  

 (iv) 19 12 , 6 3  (v) 5 22 , 7 33  (vi) 5 5 , 75

(4)  खालील करणींना सोपे रूप द्ा. 

 (i) 27      (ii) 50       (iii) 250       (iv) 112      (v) 168

(5)  खालील संखयांमधील लहानमोठेपणा ठरवा. 

 (i) 7 2 , 5 3   (ii) 247 , 274   (iii) 2 7 , 28    

 (iv) 5 5 , 7 2   (v) 4 42 , 9 2  (vi) 5 3 , 9 (vii) 7, 2 5

(6)  सोपे रूप द्ा. 

 (i) 5 3  + 8 3    (ii) 9 5  -  4 5  + 125

 (iii) 7 48  - 27  - 3    (iv)  7  - 3
5

7  + 2 7   

(7) गतुणाकार करा आचण तो सोपया रूपात चलहा.

 (i) 3 12  ´ 18  (ii) 3 12  ´ 7 15

 (iii) 3 8  ´ 5   (iv) 5 8  ´ 2 8  

(8)  भागाकार करा आचण तो सोपया रूपात चलहा. 

 (i) 98  ¸ 2      (ii)     125  ¸ 50     (iii) 54  ¸ 27     (iv) 310  ¸ 5

(9)  छेदाचे पररमेयीकरण करा. 

 (i) 3
5

     (ii) 1
14

     (iii) 5
7

     (iv) 
6

9 3      (v) 
11

3
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जरा आठवूया.

आपलयाला हे माहीत आहे, की

 जर a  > 0, b > 0 तर ab a b= × = ab a b= ×

 ( )( )a b a b a b+ − = −2 2 ;   a a( ) =
2

;   a a2 =

 गतुणाकार करा. 

उदा (1)  2 ( 8  + 18 )     

             = = × + ×

+=
2 8 2 18

16 36

 

  =    4 + 6

  =    10

    उदा (2) ( 3 - 2 )(2 3 -3 2 )

                  

= −( ) − −( )
= × − × − × + ×

−

+

= × − + ×
= −

3 2 3 3 2 2 2 3 3 2

3 2 3 3 3 2 2 2 3 2 3 2

2 6 2 6

6 6

3 3 3 2
5 66

612 5= −

=
=
=
=
=

जाणून घेऊया.

  वग्म करणीचे बविपद रूप (Binomial quadratic surd) 

 y  5  + 3 ; 3
4

+ 5  ही वग्व करणीची शविपद रूपे आहेत; तसेच  5  - 3 ;    3
4

- 5  ही   

 सतुद्धा करणींची शविपद रूपे आहेत.

 खालील गतुणाकार अभयासा. 

 y  ( a  + b ) ( a  - b ) = ( a )2 - ( b )2 = a -b 

 y  ( 5  + 3 )( 5  - 3 ) = ( 5 )2 -( 3 )2 = 5 - 3 = 2

 y  ( 3 + 7 )( 3 - 7 ) = ( 3 )2 - ( 7 )2 = 3 - 7 = -4

 y  (
3
2 + 5 )(

3
2 - 5 ) = (

3
2 )2 - ( 5 )2 =

9
4  - 5 =

9 20
4

-
 = -

11

4

   ( 5  + 3 ) व ( 5  - 3 ) या शविपद करणींचया जोडीचा गतुणाकार पररमेय संखया आहे. अिा  

 शविपद करणींचया जोड्ांना अनुबद्ध जोड्ा महणतात. 

 शविपद करणी व चतची अनतुबद्ध जोडी या दोनही संखया परसपरांचे पररमेयीकरणाचे गतुणक असतात. 

 5 - 3  चकंवा 3 - 5  यांपैकी प्रतयेक शविपद करणी ही 5  + 3   या शविपद करणीची अनतुबद्ध जोडी  
 आहे. 
 तसेच 7 + 3  ची अनतुबद्ध जोडी 7 - 3  आहे.  

=

y

y

y

y

y
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िे लक्ात ठेवूया.

शविपद करणींचया अनतुबद्ध जोडीतील पदांचा गतुणाकार नेहमी पररमेय संखया येतो. 

जाणून घेऊया.

  छेदाचे परररेयीकरण (Rationalization of the denominator)

   शविपद करणी व चतची अनतुबद् ध जोडी यांचा गतुणाकार पररमेय असतो, या गतुणधमा्वचा उपयोग करून, छेद 

शविपद करणी असणाऱया संखयांचया छेदांचे पररमेयीकरण करता येते.

उदा.(1)   1
5 3 -  

 या संखयेचया छेदाचे पररमेयीकरण करा.

उकल :  5  - 3 या शविपद करणींची अनतुबद्ध जोडी 5  + 3   आहे

  1
5 3 -  

 = 
1

5 3 -  
´

 +  
 +  

 +  
 ( ) -( )

 +   +  
2 2

5 3
5 3

5 3
5 3

5 3
5 3

5 3
2

= =
−

=

उदा (2) 
 

 3 +  
8

2 5    या संखयेचया छेदाचे पररमेयीकरण करा. 

उकल :   3 +2 5  या शविपद करणीचीअनतुबद्ध जोडी  3   2 5-  आहे. 

   
 3 +  

8
2 5

=  
 3 +  

8
2 5

 ´  3 -
 3 -

2 5
2 5

        = 
8 3   

 3   
2 2

2 5

2 5

−

−  

( )
( ) ( )

  

            = 8 3  - 8
 9  - 

´
´
2 5
2 5

 = 24 2 5
18 5

 - 8
  - 

 = 24 2 5
13
 - 8

 

सरावसंच 2.4

(1)  गतुणाकार करा

 (i)  3 ( 7  - 3 )  (ii) ( 5  - 7 ) 2    (iii) (3 2 - 3 )(4 3 - 2 ) 

(2)  खालील संखयांचया छेदांचे पररमेयीकरण करा. 

 (i)  
1

7 2 +
   (ii) 3

5 3 2 2 -
 (iii) 

4
7 3 +4

  (iv) 5 3
5 3
-

 +
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जाणून घेऊया.

   केवलरूलय (Absolute value)

 x ही वासतव संखया असेल तर x चे केवलमूलय (Absolute Value) चकंवा संखया रेरेवरील िूनयापासूनचे चतचे 

अंतर ½x½असे चलचहतात. ½x½ चे वाचन x चे केवलमूलय असे करतात. 

 केवलमूलयाची वयाखया पतुढीलप्रमाणे करतात.

   

 

जर x > 0 तर ½x½ = x जर x धन असेल तर x चे केवलमूलय x असते.

जर x = 0 तर ½x½ = 0 जर x िूनय असेल तर x चे केवलमूलय िूनयच असते.              

जर x < 0 तर ½x½ = -x जर x ऋण असेल तर x चे केवलमूलय x चया चवरुद्ध संखयएेवढे असते.  

उदा (1) ½3½ = 3   ½-3½ = -(-3) = 3   ½0½ = 0

  कोणतयािी वासतवसंखयेचे केवलरूलय ऋण नसते. 

उदा (2)  खालील चकंमत काढा. 

  (i) ½9-5½= ½4½ = 4  (ii) ½8-13½= ½-5½= 5  

  (iii) ½8½-½-3½= 5   (iv) ½8½´½4½= 8 ´ 4 = 32

उदा (3)  सोडवा ½x-5½= 2 

उकल :  ½x-5½= 2  \ x - 5 = +2 चकंवा  x - 5 = -2

   \ x = 2 + 5  चकंवा   x = -2+5

   \   x = 7 चकंवा  x = 3

  
सरावसंच 2.5

(1) चकंमत काढा. 

 i) ½15 - 2½           (ii)  ½4 - 9½           (iii) ½7½´½-4½

(2) सोडवा 

 (i) ½3x-5½= 1     (ii) ½7-2x½= 5     (iii) ½
8

2
- x

½= 5     (iv) ½5+
x
4 ½= 5
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-

3
42 512

-119 2

-9 -5.........

3 11 5 7

-3 2

3

2 34 6

465
5  ´´3 5

¸ 3

31

+3

+10 6

´2

´ 2

¸5

¯

 ´ 

 ´ 

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 2

कृती (I) :  िेजारील काडाांवर काही वासतवसंखया 
चलचहलया आहेत. तयांचा उपयोग करून बेरीज, 
वजाबाकी, गतुणाकार व भागाकाराची दोन दोन उदाहरणे 
तयार करा व सोडवा. 

  कृती (II) :         सतुरुवात

(1) खालील प्रशनांचया बहुपया्वयी उततरांपैकी योगय पया्वय चनवडा

 (i)  खालीलपैकी अपररमेय संखया कोणती? 

  (A) 
16
25  (B) 5  (C) 

3
9  (D) 196

 (ii)  खालीलपैकी अपररमेय संखया कोणती?

  (A) 0.17 (B) 1 .513  (C) .0 2746  (D) 0.101001000.....

 (iii)  खालीलपैकी कोणतया संखयेचे दिािंरूप अखंड आवतगी असेल ? 

  (A) 
2
5  (B) 

3
16  (C) 

3
11  (D) 

137
25

 (iv)  संखया ररेेवरील प्रतयेक चबंदू काय दि्वचवतो? 

  (A) नैसचग्वक संखया  (B) अपररमेय संखया  (C) पररमेय संखया  (D) वासतव संखया. 

 (v)  0.4 या संखयेचे पररमेय रुप  कोणते? 

  (A) 
4
9  (B) 

40
9  (C) 

3 6
9
.

 (D) 
36
9

8
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 (vi) जर n ही पणू्व वग्व संखया नसेल तर n ही खालीलपैकी कोणती संखया असेल? 

  (A) नैसचग्वक संखया    (B) पररमेय संखया  

  (C) अपररमेय संखया   (D) A, B, C हे चतनही पया्वय असू िकतात. 

 (vii) खालीलपैकी कोणती संखया करणी नाही? 

  (A) 7  (B) 173  (C) 643  (D) 193

 (viii) 53  या करणीची कोटी चकती?

  (A) 3  (B) 2  (C) 6  (D) 5

 (ix) 2 5 + 3  या शविपद करणीची अनतुबद्ध जोडी कोणती? 

  (A) -2 5 + 3      (B) -2 5 - 3      (C) 2 3 - 5       (D) 3  + 2 5

 (x) ½12 - (13+7) ´ 4½ ची चकंमत चकती?

  (A) -68  (B) 68 (C) -32 (D) 32. 

(2)  खालील संखया 
p
q  रूपात चलहा. 

 (i) 0.555 (ii) 29.568  (iii) 9.315 315 .....   (iv) 357.417417..... (v)30. 219

(3)  खालील संखया दिािं रूपात चलहा. 

 (i) -5
7

 (ii) 9
11

 (iii)  5  (iv) 121
13

 (v) 29
8

(4)  5 + 7 ही संखया अपररमेय आहे हे दाखवा. 

(5)  खालील करणी सोपया रूपात चलहा. 

 (i) 3
4

8   (ii) -
5
9

45

(6)  खालील करणींचा सोपा पररमेयीकरण गतुणक चलहा. 

 (i) 32   (ii) 50   (iii) 27  (iv) 3
5

10  (v) 3 72  (vi) 4 11

(7)  सोपे रूप द्ा. 

 (i) 4
7

147 3
8

192 1
5

75+ -  (ii) 5 3 2 27 1
3

+ +   (iii) 216 5 6 294 3
6

- -+

 (iv) 4 12 75 7 48- -   (v*) 2 48 75 1
3

- -

(8)  छेदाचे पररमेयीकरण करा. 

 (i)
1
5       (ii) 

2
3 7   (iii) 

1
3 2-        (iv)

1
3 5 2 2+       (v) 12

4 3 2-

���
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चला, चचा्म करूया.

 p3 - 2
1 p2 + p ;  m2  + 2n3 - 3 m5; 6 या सव्व बैचजक रािी आहेत. 

शिक्क :   चवद्ाथगी चमत्ांनो, p3 - 2
1 p2 + p , m2 + 2n3 - 3 m5, 6 या प्रतयेक रािीतील एकेक 

पद घया. तया पदातील चलांचे घातांक सांगा. 

राधुरी  :   p3 - 2
1 p2 + p  या रािीतील पदांचया चलांचे घातांक अनतुक्रमे 3, 2, 1 आहेत.

शववेक  :   सर, m2 + 2n3 - 3 m5 या रािीतील पदांचया चलांचे घातांक अनतुक्रमे 2, 3, 5 आहेत.
रोशित  :  सर, 6 या रािीमधये चल नाही. येथे 6 = 6 ´ 1 = 6 ´ x0  असे चलचहता येते, महणून 6 या 

रािीतील चलाचा घातांक 0 आहे.
शिक्क :   महणजे वरील सव्व रािींमधये चलांचे घातांक धनपूणाांक चकंवा िूनय, महणजेच पूण्व संखया आहेत. 
   जया बैचजक रािीमधये चलांचे घातांक पूण्व संखया असतात, तया रािीला बहुपदी  

(polynomial) असे महणतात. 6 ही सतुद ्धा बहुपदी आहे. 6, - 7,  2
1 , 0, 3  इतयादी 

शसथर संखयांना बस्थर बहुपदी (Constant polynomial) महणतात.   

   y  + 5 व 1
y
- 3 या बहुपदी आहेत काय ?

सारा  :  सर, y  + 5 ही बहुपदी नाही. कारण y  + 5 = y 2
1  + 5, यामधये y चा घातांक 2

1

असून ती पूण्व संखया नाही.

जॉन  :  सर, y
1 - 3 ही सतुद् धा बहुपदी नाही. कारण y

1 - 3 = y-1 - 3, येथे y चा घातांक - 1 
असून ती पूण्व संखया नाही.

शिक्क :  बहुपदी नसलेलया कोणतयाही पाच बैचजक रािी चलहून तया बहुपदी का नाहीत याचे सपष्टीकरण  
द्ा.

    खालील प्रशनांची उततरे वेगवेगळी उदाहरणे घेऊन व तयांवर चचा्व करून िोधा.
				y	प्रतयेक बैचजक रािी ही बहुपदी असते काय ?  
    y	प्रतयेक बहुपदी ही बचैजक रािी असते काय?

3 बहुपदी

   • बहुपदीची ओळख   •  बहुपदींवरील शरिया     • बहुपदीची कोटी 
    • संशलषेक िागाकार   •   बहुपदीची शकंरत     • िेषशसद्धांत

चला, शिकूया.
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एका चलातील बहुपदी चतचयातील चलानतुसार p(x), q(m), r(y) अिा प्रकारे दि्ववतात.

  उदाहरणाथ्व p(x) = x3 + 2x2 + 5x - 3   q(m) = m2 + 1
2 m - 7  r(y) = y2 + 5

जाणून घेऊया.

  एका चलातील बहुपदीची कोटी (Degree of a polynomial in one variable)

शिक्क : 2x7 - 5x + 9 या बहुपदीतील चलाचा सवाांत मोठा घातांक कोणता आहे ?
शजजा : सर, सवाांत मोठा घातांक 7 आहे.
शिक्क : एका चलातील बहुपदीमधये, चलाचया सवाांत मोठ्ा घातांकास तया बहुपदीची कोटी महणतात.
   मग सांगा बरं, वरील बहुपदीची कोटी चकती ?
अिोक : सर, 2x7 - 5x + 9 या बहुपदीची कोटी 7 आहे. 
शिक्क : 10 या बहुपदीची कोटी चकती ?
राधा  : 10 = 10 ´ 1 = 10 ´ x0 महणून 10 या बहुपदीची कोटी 0 आहे.

शिक्क : 10 प्रमाणेच कोणतयािी िूनयेतर बस्थर बहुपदीची कोटी 0 असते. 
   िूनय बहुपदीची कोटी शनबशचत करता येत नािी.

  एकापेक्ा अशधक चलांतील बहुपदीची कोटी 

 बहुपदीमधील प्रतयेक पदामधये असलेलया चलांचया घातांकांची जी बेरीज सवा्वचधक असते, तया बेरजेस तया 
बहुपदीची कोटी महणतात.

उदा.  3m3n6 + 7m2n3 - mn ही दोन चलांतील बहुपदी आहे. या बहुपदीची कोटी 9 आहे. 
  (येथे घातांकांचया बेरजा 3 + 6 = 9, 2 + 3 = 5, 1 + 1 = 2)

 2x , 5 x4 + x , m2 - 3m   1
2 y2  - 2y + 5, x3 - 3  x2 + 5x

 प्रतयेक बहुपदीत एकच पद प्रतयेक बहुपदीत दोन पदे प्रतयेक बहुपदीत तीन पदे 

 एकपदी शविपदी चत्पदी 

बहुपदीचे प्रकार (पदांचया संखयवेरून)
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  कृती I : चल x व कोटी 5 असलेलया एकपदी, शविपदी व चत्पदीचे प्रतयेकी एक उदाहरण चलहा.

      एकपदी         द् चवपदी      चत्पदी  

 कृती II : 5 कोटी असलेलया दोन चलांतील एका द् चवपदीचे उदाहरण तयार करा. 

बहुपदीचे प्रकार (कोटीवरून)

एका चलातील बहुपदी

 3x - 1, 7y   2y2 + y + 1, - 3x2        x3 + x2 + 2x + 3  , m  - m3 

    कोटी 1           कोटी 2            कोटी 3  

  रेरीय बहुपदी        वग्व बहुपदी           घन बहुपदी

 सामानयरूप  सामानयरूप  सामानयरूप 
 ax + b  ax2 + bx + c  ax3 + bx2 + cx + d
 येथे a व b सहगतुणक व     येथे a, b, c सहगतुणक व येथे a, b, c, d सहगतुणक व 
  a ¹ 0   a ¹ 0  a ¹ 0 

बहुपदी : anx
n + an-1x

n - 1 + ... + a2x
2 + a1x + a0 िी x या चलातील कोटी n असलेली बहुपदी  

   आिे. ये्थे an, an-1, ....., a2, a1, a0 िे सिगुणक असून an ¹ 0

बहुपदीचे प्रराणरूप, सिगुणक रूप व घातांक रूप  
(Standard form, coefficient form and index form of a  polynomial)

  p(x) = x - 3x2 + 5 + x4 ही बहुपदी x चया घातांकांचया उतरतया क्रमाने x4 - 3x2 + x + 5 

अिी चलचहता येईल. या बहुपदीत x चया चतसऱया घाताचे पद नाही. महणजेच ते 0x3 आहे असे मानता येते. हे 

पद घेऊन p(x) ही बहुपदी x4 + 0x3 - 3x2 + x + 5  अिी चलचहता येईल. अिा प्रकारे घातांकांचया 

उतरतया क्रमाने चलचहलेलया बहुपदीला प्रमाण रूपातील बहुपदी महणतात.

एका चलातील बहुपदी

 3x - 1, 7y   2y2 + y + 1, - 3x2        x3 + x2 + 2x + 3  , m  - m3 

    कोटी 1           कोटी 2            कोटी 3  

  रेरीय बहुपदी        वग्व बहुपदी           घन बहुपदी

 सामानयरूप  सामानयरूप  सामानयरूप 
 ax + b  ax2 + bx + c  ax3 + bx2 + cx + d
 येथे a व b सहगतुणक व     येथे a, b, c सहगतुणक व येथे a, b, c, d सहगतुणक व 
  a ¹ 0   a ¹ 0  a ¹ 0 
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 काही वेळा प्रमाणरूपातील बहुपदी मधले चल अधयाहृत मानून चतचे फक्त सहगतुणक क्रमाने चलचहतात, 
उदाहरणाथ्व x3 - 3x2 + 0x - 8 ही बहुपदी (1, -3, 0, -8) अिी चलचहतात. याला बहुपदीचे सहगतुणक 
रूप असे महणतात.

 (4, 0, -5, 0, 1) ही बहुपदी y हे चल वापरून 4y4 + 0y3 - 5y2 + 0y + 1 महणजेच  
4y4 - 5y2 + 1 अिी चलचहता येईल. या रूपाला बहुपदीचे घातांक रूप महणतात.

बहुपदीचे सिगुणकरूप व प्रराणरूप 

उदा.  p(m) = 3m5 - 7m + 5m3 + 2

बहुपदी घातांकाचया उतरतया क्रमाने चलहा. 3m5 + 5m3 - 7m + 2

बहुपदीत नसलेली पदे िूनय सहगतुणक घेऊन समाचवष्ट 
करा आचण ती प्रमाणरूपात चलहा. 3m5 + 0m4 + 5m3  + 0m2 - 7m + 2

चदलेलया बहुपदीचे सहगतुणक रूप चलहा. (3, 0, 5, 0, - 7, 2)

बहुपदीची कोटी चलहा. 5

उदा (1)  x3 + 3x - 5 ही बहुपदी सहगतुणक रूपात चलहा.

उकल :  x3 + 3x - 5 = x3 + 0x2  + 3x - 5

   \  चदलेलया बहुपदीचे सहगतुणक रूप (1, 0, 3, - 5)

उदा (2)  (2, - 1, 0, 5, 6) ही सहगतुणक रूपातील बहुपदी घातांक रूपात चलहा.

उकल :  बहुपदीचे सहगतुणक रूप (2, - 1, 0, 5, 6)   

   \ घातांक रूपातील बहुपदी = 2x4 - x3 + 0x2  + 5x + 6

     महणजेच 2x4 - x3 + 5x + 6

सरावसंच 3.1

1. खालील रािी बहुपदी आहेत का ते चलहा. सपष्टीकरण द्ा. 

 (i) y + 
1
y

   (ii) 2 - 5 x   (iii) x2 + 7x + 9  

 (iv) 2m-2 + 7m - 5 (v) 10 

2. खालील प्रतयेक बहुपदीतील m3 चा सहगतुणक चलहा.

 (i) m3      (ii)   -3
2 + m - 3 m3        (iii)  -2

3 m3 - 5m2 + 7m - 1

3. खालील माचहतीवरून x हे चल वापरून प्रतयेकी एक बहुपदी चलहा.

 (i) कोटी 7 असलेली एकपदी (ii) कोटी 35 असलेली शविपदी (iii) कोटी 8 असलेली चत्पदी
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4. खालील प्रतयेक बहुपदीची कोटी चलहा.

 (i) 5  (ii) x°  (iii) x2  (iv) 2 m10 - 7  (v) 2p - 7

 (vi)  7y - y3 + y5   (vii) xyz + xy - z (viii) m3n7 - 3m5n + mn  
5. खालील बहुपदींचे रेरीय, वग्व व घन बहुपदी याप्रकारे वगगीकरण करा.

 (i) 2x2 + 3x + 1  (ii) 5p      (iii) 2  y - 1
2         

 (iv) m3 + 7m2 + 5
2

m - 7  (v) a2  (vi) 3r3   

6. खालील बहुपदी प्रमाण रूपात चलहा.

 (i) m3 + 3 + 5m  (ii) - 7y + y5 + 3y3 - 1
2  + 2y4  - y2 

7. खालील बहुपदी सहगतुणक रूपात चलहा.

 (i) x3 - 2       (ii) 5y  (iii) 2m4 - 3m2 + 7  (iv) -
2
3

8. खालील सहगतुणक रूपातील बहुपदी x चल वापरून घातांकरूपात चलहा.

 (i) (1, 2, 3)       (ii) (5, 0, 0, 0, - 1)  (iii) (- 2, 2, - 2, 2)

9. खाली काही बहुपदी चदलया आहेत. तया बहुपदी चदलेलया चौकटींत योगय चठकाणी चलहा. 

वग्व बहुपदी
.............................

घन बहुपदी
.............................

रेरीय बहुपदी
.............................

     x + 7,
       x2,
x3 + x2 + x + 5, 
2x2 + 5x + 10,
  x3+ 9,
 3x2 + 5x

द्चवपदी
.............................

चत्पदी
.............................

एकपदी
.............................

 
जरा आठवूया.

              
(1) दोन सरूप बैचजक पदांची बेरीज चकंवा वजाबाकी करताना तयांचया सहगतुणकांची बेरीज चकंवा वजाबाकी 

करतात. जसे, 5m3 - 7m3 =  (5 - 7)m3  = -2m3

(2) दोन बैचजक पदांचा गतुणाकार चकंवा भागाकार करताना तयांचया सहगतुणकांचा गतुणाकार चकंवा भागाकार 
होतो. तसेच घातांकांचया चनयमांचाही उपयोग होतो. 

 जसे, -4y3 ´ 2y2z  = -8y5z ; 12a2b ¸ 3ab2  = b
a4
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जाणून घेऊया.

  बहुपदींवरील शरिया

 बहुपदींची बेरीज, वजाबाकी, गतुणाकार व भागाकार या चक्रया बचैजक रािींवरील चक्रयांप्रमाणेच करतात.

उदा (1) 7a2 + 5a + 6 मधून 5a2 - 2a वजा करा.

उकल : (7a2 + 5a + 6) - (5a2 - 2a)

   = 7a2 + 5a + 6 - 5a2 + 2a   

   = 7a2 - 5a2 + 5a + 2a + 6

   = 2a2 + 7a + 6

उदा (2) - 2a ´ 5a2 = -10a3

उदा (3) (m2 - 5) ´ (m3 + 2m - 2) = ?

उकल : (m2 - 5) ´ (m3 + 2m - 2)

  = m2 (m3 + 2m - 2) - 5 (m3 + 2m - 2)  

  = m5 + 2m3 - 2m2 - 5m3 - 10m + 10   

  = m5 + 2m3 - 5m3 - 2m2 - 10m + 10    (सरूप पदांची एकत् मांडणी केली.)
  = m5 - 3m3 - 2m2 - 10m + 10         

 गतुणाकाराची कोटी 5 आहे हे लक्षात ठेवूया. 

उदा (4) 3m2n + 5mn2 - 7mn  आचण 2m2n - mn2 + mn यांची बेरीज करा.

उकल : (3m2n + 5mn2 - 7mn) + (2m2n - mn2 + mn)

  = 3m2n + 5mn2 - 7mn + 2m2n - mn2 + mn   

  = 3m2n + 2m2n + 5mn2 - mn2 - 7mn + mn   (सरूप पदांची एकत् मांडणी केली.)

  = 5m2n + 4mn2  - 6mn   (सरूप पदांची बेरीज केली.)

(पचहलया बहुपदीतील प्रतयेक पदाने 
दुसऱया बहुपदीस गतुणले.)}
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शवचार करूया.
 

	 एका बहुपदीची कोटी 3 व दुसऱया बहुपदीची कोटी 5 असेल तर बहुपदींचया गतुणाकाराची कोटी चकती 

असेल? 

गतुणय व गतुणक बहुपदींचया कोटी आचण तयांचया गतुणाकाराची कोटी यांचयामधये कोणता संबंध असतो ?

उदा (5) (2 + 2x2) ¸ (x + 2) हा भागाकार करा आचण भाजय = भाजक ´ भागाकार + बाकी   

    या सवरूपात उततर चलहा.

उकल :   प्रथम p(x) = 2 + 2x2  ही भाजय बहुपदी प्रमाण रूपात चलहू

    \  2 + 2x2  = 2x2 + 0x + 2  

 रीत I : 

 रीत II : भागाकाराची ररेीय पद् ्धती

  (2x2 + 2) ¸ (x + 2) हा भागाकार करा.

  2x2  हे पद चमळवणयासाठी (x + 2) ला 2x ने गतुणून 4x वजा करू. 

  2x(x+2) - 4x = 2x2 

  \  भाजय = 2x2  + 2 = 2x(x+2) - 4x + 2   ...(I)

  आता -4x हे पद चमळवणयासाठी (x+2) ला -4 ने गतुणू व 8 चमळवू.

  -4 (x+2) + 8 = -4x   

  \ (2x2 + 2) = 2x(x+2) - 4(x+2) + 8 + 2      ...(I) वरून

  \ (2x2 + 2) = (x + 2) (2x - 4) + 10

  भाजय = भाजक ´ भागाकार + बाकी. 

  2x - 4 
x + 2) 2x2  + 0x + 2
  - 2x2  + 4x 
    -   -

   - 4x + 2
  -  - 4x - 8
   +  +

       10

भाजय = भाजक ´ भागाकार + बाकी

2 + 2x2  = (x + 2)  ´ (2x - 4) + 10

q(x), भाजक = (x + 2)  

s(x), भागाकार = 2x - 4 व r(x), बाकी = 10      

\ p(x) = q(x) ´ s(x) + r(x).
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िे लक्ात ठेवूया.

युबलिडचा िागाकार शसद्धांत

 जर s(x) आचण p(x) या दोन बहुपदी असतील आचण s(x) ची कोटी p(x) चया कोटीएवढी चकंवा 

तयापेक्षा जासत असेल, आचण s(x) ला p(x) ने भागून येणारा भागाकार q(x) असेल, तर  

s(x) = p(x) q(x)+r(x). येथे r(x) = 0 चकंवा r(x) ची कोटी p(x) चया कोटीपके्षा कमी असते. 

सरावसंच 3.2

(1) चदलेली अक्षरे वापरून उततरे चलहा. 
 (i)  लाट गावात a झाडे आहेत. झाडांची संखया दरवरगी b ने वाढते, तर x वरा्वनंतर तया गावात चकती 

झाडे असतील?
 (ii) कवायतीसाठी एका रांगेत y मतुले अिा x  रांगा केलया. तर कवायतीसाठी एकूण चकती मतुले हजर 

होती? 
 (iii) एका दोन अंकी संखयेचया एकक व दिक सथानचा अंक अनतुक्रमे m व n आहे, तर ती दोन अंकी 

संखया दि्ववणारी बहुपदी कोणती?

(2) खालील बहुपदींची बेरीज करा.
 (i) x3 - 2x2  - 9 ; 5x3 + 2x  + 9 
 (ii) - 7m4  + 5m3 + 2  ; 5m4 - 3m3  + 2m2 + 3m - 6
 (iii) 2y2  + 7y + 5 ; 3y + 9 ; 3y2 - 4y  - 3

(3) पचहलया बहुपदीतून दुसरी बहुपदी वजा करा.
 (i) x2 - 9x  + 3  ; - 19x  + 3   + 7x2  
 (ii) 2ab2  + 3a2b  - 4ab  ; 3ab - 8ab2 + 2a2b

(4) खालील बहुपदींचा गतुणाकार करा. 
 (i) 2x ;  x2- 2x -1      (ii) x5-1 ; x3+2x2 +2       (iii) 2y +1; y2- 2y3 + 3y
(5) पचहलया बहुपदीला दुसऱया बहुपदीने भागा व उततर ‘भाजय = भाजक ´ भागाकार + बाकी’ या रूपात  
 चलहा. 
 (i) x3- 64; x - 4 (ii) 5x5 + 4x4-3x3 + 2x2 + 2; x2 - x
(6*) खालील माचहती पदावलीचया रूपात चलहा. पदावलीला सोपे रूप द्ा. 
  एका आयताकृती िेताची लांबी (2a2 + 3b2) मीटर आचण रुंदी (a2 + b2) मीटर आहे.    

िेतकऱयाने िेतामधये (a2 - b2) मीटर बाजू असलेलया चौरसाकृती जागेवर घर बांधले, तर उरलेलया  
 िेताचे क्षेत्फळ चकती?
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 कृती : खालील उतारा वाचा व चौकटीत योगय रािी चलहा व चचा्व करा. 

 चिरळस गावी कोरडवाहू िेती करणाऱया गोचवंदचे 5 एकर िेत आहे. तयाचया घरी पतनी, 2 मतुले व तयाची 
वृद्ध आई आहे. तयाने िेतीसाठी बँकेचे सववा लाख रुपये कज्व, द.सा.द.िे. 10 या दराने घेतले. तयाने 
िेतातील x एकर जचमनीत सोयाबीन आचण y एकर जचमनीत कापूस व तूर यांचे पीक घेतले. िेतीसाठी आलेला 
खच्व पतुढीलप्रमाणे आहे. 

 चबयाणांसाठी तयाने एकूण रु.10,000 चदले. सोयाबीन चपकासाठी खते व कीटकनािके यांसाठी 2000 x 
रुपये आचण मजतुरी व मिागत यांसाठी 4000 x2 रुपये खच्व झाला. कापूस व तूर या चपकांसाठी खते व 
कीटकनािके यांचा खच्व 8000 y रुपये आचण मजतुरी व मिागत यांसाठी 9000 y2 रुपये खच्व झाला. 

 िेतीसाठी एकूण खच्व चकती आला ते x आचण y वापरून चलहू.

            +  2000 x  +  4000 x2  +   8000 y   +      रुपये

 तयाचया िेतात सोयाबीनचे उतपन्न 5 x2 श्वंटल चनघाले. ते 2800 रु. प्रचतश्वंटल प्रमाणे चवकले गेले. 

कापसाचे उतपन्न 
5
3 y2 श्वंटल चनघाले व ते 5000 रु. प्रचतश्वंटलप्रमाणे चवकले गेले. 

ततुरीचे उतपन्न 4y श्वंटल चनघाले व ते 4000 रु. प्रचतश्वंटलप्रमाणे चवकले. 

सव्व िेतमालाची चवक्री झालयावर तयातून चकती रुपये एकूण उतपन्न आले.

ते x आचण y चया पदावली रूपात चलहू.  

    
 +           

 +      रुपये

जाणून घेऊया.

  संशलेषक िागाकार पद् धती (Synthetic Division)

 एका बहुपदीला दुसऱया बहुपदीने कसे भागायचे हे आपलयाला माहीत आहे. आता आपण भाजक x + a  
चकंवा x - a  बहुपदी असेल तर भागाकाराची सोपी पद्धत समजून घेऊ.  
उदा (1)    (3x3 + 2x2  - 1) या बहुपदीला (x + 2) ने भागा.
उकल :  प्रथम भाजय बहुपदी प्रमाण रूपात चलहून नंतर ती सहगतुणक रूपात चलहू. 
   भाजयाचे प्रमाणरूप ः 3x3 + 2x2  - 1 = 3x3 + 2x2 + 0 x - 1
   \ भाजय बहुपदीचे सहगतुणक रूप = (3, 2, 0, - 1)

   भाजक बहुपदी  =  x + 2 
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- 2  3  2  0  - 1
        -6     8      -16

  3    - 4 8 - 17 बाकी

पचहली ओळ
दुसरी ओळ 
चतसरी ओळ

- 2  3  2  0  - 1

  3

पचहली ओळ

चतसरी ओळ

खालील पायऱयांनी संशलेरक पद्धतीने भागाकार करू.

(1) बाजूला दाखवलयाप्रमाणे एक उभी व एक आडवी 
 अिा दोन ररेा काढू.

(2) भाजक x + 2 असून 2 ची चवरुद्ध संखया -2
 आहे. \ पचहलया ओळीत उभया रेरेचया 

डावीकडे  -2 चलहू.आडवया रेरेचया वर पचहलया

 ओळीत भाजय बहुपदीचे सहगतुणक रूप चलहू. 

(3) आडवया रेरेचया खाली महणजे चतसऱया ओळीत 
 भाजयातील पचहला सहगतुणक तसाच चलहू. 

(4) चतसऱया ओळीतील 3 व भाजकातील -2 यांचा 
 गतुणाकार-6. हा दुसऱया ओळीतील 2 या 

सहगतुणकाखाली चलहू. नंतर 2 आचण -6 यांची 
बेरीज -4 ही चतसऱया ओळीत खाली चलहू.

 याप्रमाणे गतुणाकार व बेरजा करून; िेवटची बेरीज करून आलेली संखया ही भागाकारातील बाकी असते.  
 येथे बाकी - 17 आहे. 

 (3, - 4, 8) हे भागाकाराचे सहगतुणक रूप होय.

 \ भागाकार = 3x2 - 4x + 8 व बाकी = - 17

 \ 3x3 + 2x2 - 1 = (x + 2)(3x2 - 4x + 8) - 17

 या पद् धतीला िागाकाराची संशलेषक पद् धत महणतात.

 हा भागाकार रेरीय पद्धतीने पतुढीलप्रमाणे करता येईल.  

  3x3 + 2x2 - 1  = 3x2 (x + 2) - 6x2+ 2x2 -1

    = 3x2 (x + 2) - 4x2 - 1

    = 3x2 (x + 2) - 4x2 -8x + 8x - 1

    = 3x2 (x + 2) - 4x (x + 2) + 8x - 1

    = 3x2 (x + 2) - 4x (x + 2) + 8x + 16 - 16 - 1

    = 3x2 (x + 2) - 4x (x + 2) + 8 (x + 2) - 17  

 \   3x3 + 2x2 - 1 = (x + 2)(3x2 - 4x + 8) - 17
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उदा (2) (2y4 - 3y3 + 5y - 4) ÷ (y - 1) हा भागाकार करा.

उकल : संशललेषक पद्धत : भाज्य = 2y4 - 3y3 + 5y - 4 = 2y4 - 3y3 + 0y2 + 5y - 4
  भाजक = y - 1  -1 ची विरुद्ध संख्या 1 आहे.

1  2 - 3  0  5  - 4

      2 - 1 - 1   4

  2 - 1 - 1 4      0    बाकी  

  भागाकाराचे सहगुणक रूप (2, -1, -1, 4) आहे.   

  ∴ भागाकार = 2y3 - y2 - y + 4 ि बाकी = 0 

रलेषीय पद्धत : 2y4 - 3y3 + 5y - 4 = 2y3( y - 1)+ 2y3  - 3y3 + 5y - 4

                    = 2y3( y - 1) - y2  ( y - 1) - y2 + 5y - 4

                    = 2y3( y - 1) - y2  ( y - 1) - y ( y - 1) + 4y - 4

                    = (2y3 - y2 - y + 4) (y - 1)

हले लक्ात ठलेवूया.

संश्ेषक पद् धतीने भागाकार करताना फक्त x + a वकंिा x - a ्या रूपाती् ज्या बहुपदीची कोटी 1 आहे 
असेच भाजक घेत्े आहेत. 

सरावसंच 3.3

1. खा्ी् भागाकार संश्ेषक पद ्धतीने आवण रेषी्य पद ्धतीने करा. भागाकार आवण बाकी व्हा.
 (i) (2m2 - 3m + 10) ÷ (m - 5) (ii) (x4 + 2x3 + 3x2 + 4x + 5) ÷ (x + 2) 
 (iii) (y3  - 216) ÷ (y - 6) (iv) (2x4  + 3x3  + 4x - 2x2 ) ÷ (x + 3)
 (v)  (x4  - 3x2  - 8) ÷ (x + 4)  (vi) (y3 - 3y2  + 5y - 1) ÷ (y - 1)

जाणून घलेऊया.

  बहुपदीची ककंमत (Value of polynomial)

 बहुपदीती् च्ा्ा एखादी वकंमत वद्ी की त्या बहुपदीचीही एक वकंमत वमळते. उदाहरणार्थ, x  + 7 ्या 
बहुपदीत x ्ा 2 ही वकंमत वद्ी, तर त्या बहुपदीची 9 ही वकंमत वमळते.

 p(x) ्या बहुपदीत x ्ा a ही वकंमत देऊन ्येणारी बहुपदीची वकंमत  p(a) ने दर्थितात.
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उदा (1)  p(x) = 2x2 -3x + 5 या बहुपदींची चकंमत x = 2 असताना काढा. 
 बहुपदी p(x) = 2x2  - 3x + 5

 या बहुपदीमधये x  = 2 ठेवून,
  \ p(2) =  2 ´ 22 - 3 ´ 2 + 5
   =  2 ´ 4 - 6 + 5
    =  8 - 6 + 5
     \ p(2)  =  7

उदा (2) y = - 2 असताना बहुपदी p(y) = 2y3 - 2y + 7   ची चकंमत काढा.

उकल :  p(y) = 2y3 - 2y + 7

 \  p(- 2) = 2 ´ (- 2)3  - 2 ´ (- 2) + 7

    = 2 ´ (- 8) - 2 ´ (- 2) + 7

    = - 16 + 4 + 7

    = - 12 + 7       

 \  y = - 2 असताना बहुपदीची चकंमत - 12 + 7  आहे.

उदा (3) p(x) = 2x2 - x3 + x + 2 या बहुपदीकररता p(0)  काढा.

उकल :  p(x) = 2x2 - x3 + x + 2

 \  p(0) = 2 ´ 02 - 03 + 0 + 2

    = 2 ´ 0 - 0 + 0 + 2

    = 2

उदा (4) जर m2 - am + 7 या बहुपदीची चकंमत m = - 1 असताना 10 असेल, तर a ची चकंमत  
 काढा.

उकल :  p(m) = m2 - am + 7  

 \  p(- 1)= (- 1)2 - a ´ (- 1) + 7  परंततु p(- 1) = 10 (चदलेले आहे.)

     = 1 + a + 7      \ 8 + a = 10

     = 8 + a   \  a = 10 - 8 
         \  a = 2 
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सरावसंच 3.4

(1)  x  = 0 असताना x2  - 5x + 5 या बहुपदीची चकंमत काढा. 

(2) जर p(y) = y2 - 3 2 y + 1 तर p (3 2 )  काढा.

(3)  जर p(m) = m3+ 2m2 - m + 10  तर p(a) + p(- a) = ?

(4)  जर p(y) = 2y3- 6y2 - 5y + 7   तर p(2) काढा.

िे लक्ात ठेवूया.

चलाचया एखाद्ा चकमतीसाठी बहुपदीची  चकंमत काढताना प्रतयके पदात x चया जागी चदलेली चकंमत 

भरून तया रािीची चकंमत काढायची असते. 

जाणून घेऊया.
  

  िेष शसद् धांत (Remainder Theorem)

 p(x) या बहुपदीला  (x + a) ने भागलयास उरणारी बाकी आचण या बहुपदीत x ला -a ही चकंमत 

देऊन येणारी तया बहुपदीची चकंमत यांचा परसपर संबंध असतो. हा संबंध जाणणयासाठी खालील उदाहरण अभयासा.

उदा. p(x) = (4x2 - x + 2) ला (x + 1) ने भागा. 

 [येथे (x + a) महणजे (x + 1) आहे हे लक्षात ठेवूया.] 
उकल :  भाजय बहुपदी = 4x2 - x + 2
         भाजक बहुपदी = x + 1

  4x - 5 
x + 1) 4x2  - x + 2  
 - 4x2  + 4x 
     -    -

  - 5x + 2
 - - 5x - 5
  +     +

       7

भाजक

भागाकार

बाकी

भाजय

भागाकार = 4x - 5 व बाकी = 7 .... (I)

  हेच उदाहरण संशलेरक भागाकार पद्धतीने करू.

  p(x) चे सहगतुणक रूप  = (4, -1, 2)

  भाजक बहुपदी =  x + 1
  1 ची चवरुद् ध संखया -1

- 1  4  -1  2  
        -4      5      

  4     -5 7   बाकी 

   भागाकार = 4 x - 5   बाकी = 7
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  आता आपण बाकी आचण भाजय बहुपदीची चकंमत यांमधील संबंध बघू.

 भाजय बहुपदीची महणजे 4x2 - x + 2 या बहुपदीची x = -1 असताना चकंमत काढू. 

  p(x) = 4x2 - x + 2

 \ p(-1) = 4 ´ (- 1)2 - (- 1) + 2

     = 4 ´ 1 + 1 + 2

     = 4 + 1 + 2

     = 7

 \ x = - 1 असताना बहुपदी p(x) ची चकंमत 7 आहे. ...... (II)

महणून चवधान (I) व (II) वरून, p(x) = 4x2 - x + 2 या बहुपदीला (x + a) ने महणजेच येथे x + 1 ने 

भागून चमळणारी बाकी आचण x = - 1 असताना p(x) या बहुपदीची चकंमत महणजेच p(-1) समान आहेत.

 यावरून पतुढील गतुणधम्व लक्षात येतो.

 p(x) या बहुपदीला (x + a) ने भागलयास उरणारी बाकी ही p(-a) एवढी,  

 महणजेच p(x) मधये  x = -a मांडून येणाऱया बहुपदींचया शकरतीएवढी असते.

 (‘िेर’ या िबदाचा अथ्व ‘बाकी’ असा आहे.) 

 या गतुणधमा्वला िेष शसद्धातं महणतात.

 यतुशलिडचा भागाकाराचा चनयम वापरून हा गतुणधम्व चसद्ध करू.

  p(x) ला (x + a) ने भागलयास 

 p(x) = q(x) ´ (x + a) + r(x)     [q(x) = भागाकार, r(x) = बाकी]

 जर, r(x) ¹ 0, तर चनयमाप्रमाणे r(x) ची कोटी 1 पके्षा कमी महणजे 0 आहे. महणून r(x) ही वासतव 
संखया आहे.

 \  r(-a) ही सतुद्धा वासतव संखया आहे.

 आता, p(x) = q(x) ´ (x + a) + r(x) ..........(1)

 यामधय ेx = -a चकंमत घेऊन 
  p(-a)  =  q(-a) ´ (a - a) + r(-a) 

   = q(-a) ´ 0 + r(-a).........(2)

  \   p(-a)   =  r(-a) .........(1) आचण (2) वरून
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 कृती : खालील उदाहरणांचा पडताळा घया. 

 (1) p(x) = 3x2 + x + 7  या बहुपदीस x + 2 या बहुपदीने भागा आचण बाकी काढा.

 (2) x = - 2 असताना p(x) = 3x2 + x + 7 या बहुपदीची चकंमत काढा.

 (3) आता भागाकारात चमळालेली बाकी ही p(-2) ची चकंमत आहे का ?

  आणखी एक उदाहरण घेऊन वरीलप्रमाणे पडताळा घया. 

उदा (1) x4 - 5x2 - 4x  या बहुपदीस x + 3 ने भागलयास येणारी बाकी काढा.

उकल :        िेष शसद्धांताने संशलेषक िागाकार पद्धतीने
भाजय बहुपदी p(x) = x4 - 5x2 - 4x  

  भाजक = x + 3  

  \  x = - 3 घेऊ. 

  \  p(x) = x4 - 5x2 - 4x  

  p(-3) = (-3)4 - 5(-3)2 - 4(-3) 

       = 81 - 45 + 12

  p(-3) = 48

प्रमाण रूप x4 + 0x3- 5x2 - 4x + 0
सहगतुणक रूप = (1, 0, -5, -4, 0)

- 3  1  0  -5  -4      0
        -3       9    -12    48

  1    - 3  4    -16    48   बाकी

बाकी = 48

उदा (2) िेर चसद् धांताचा उपयोग करून x3 - 2x2 - 4x - 1 या बहुपदीस x - 1 ने भागलयास येणारी 

बाकी काढा.  

उकल : p(x) = x3 - 2x2 - 4x - 1 

  भाजक = x - 1   \  x = 1 घेऊ.

   \ िेर चसद् धांतानतुसार    बाकी = p(1) = 13 - 2 ´ 12 - 4  ´ 1 - 1    
                  = 1 - 2 ´ 1 - 4 - 1

                      p(1) = 1 - 2 - 4 - 1 = - 6

   \ िेरचसद्धांतानतुसार बाकी = - 6

उदा (3)  जर t3 - 3t2 + kt + 50 या बहुपदीस (t-3) ने भागलयावर बाकी 62 उरत असेल, तर k ची 
चकंमत काढा.

उकल :  चदलेलया बहुपदीला (t-3) ने भागलयावर बाकी 62 उरते हे चदले आहे. महणून चदलेलया भाजय   
  बहुपदीची चकंमत t = 3 असताना काढू. 
   p(t) = t3 - 3t2 + kt + 50
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  \ िेर चसद् धांतानतुसार 
 बाकी = p(3) = 33 - 3 ´ 32 + k ´ 3 + 50  \ 3k + 50 = 62
        = 27 - 3 ´ 9 + 3k + 50  \ 3k = 62 - 50 
      = 27 - 27 + 3k + 50   \ 3k = 12
      = 3k + 50   \  k = 12

3
 परंततु बाकी 62 चदली आहे.    \  k = 4 

िे लक्ात ठेवूया.

 िेष शसद् धांत : p(x) िी कोणतीिी बहुपदी असून ‘a’ िी वासतव संखया असेल आशण जर p(x) ला  
(x + a) ने िागले तर येणारी बाकी िी p(-a) एवढी असते. 

 p(x) = s(x) (x - a) + r(x) r(x) ची कोटी < 1 चकंवा r(x) = 0
 या समीकरणात x = a घालून p(a) = 0 + r (a) = r (a) चमळते. 

 \ r(a) ची कोटी = 0 चकंवा r(a) = 0 महणजेच (x - a) हा p(x) चा अवयव आहे असे लक्षात 

येते. जाणून घेऊया.

  अवयव शसद् धांत (Factor Theorem)

  जर 21 ला 7 ने भागले तर बाकी 0 येते. महणून आपण 7 हा 21 चा अवयव आहे असे महणतो. 
 तयाचप्रराणे शदलेलया बहुपदीला िाजक बहुपदीने िागलयास बाकी 0 आली तर ती बहुपदी शदलेलया 
बहुपदीचा अवयव आिे असे मिणतात. 

उदा (1) p(x) = (x3 + 4x - 5) या बहुपदीस  
 (x - 1) ने भागलयास येणारी बाकी काढा. 

    (x - 1) हा p(x)चा अवयव आहे का हे ठरवा. 
उकल : p(x) = x3 + 4x - 5 
      p(1) = (1)3 + 4(1) - 5
     = 1 + 4 - 5
     = 0

येथे, िेर चसद् धांतानतुसार बाकी = 0

\ (x - 1) हा p(x) या बहुपदीचा अवयव आहे.

उदा (2) p(x)= x3 + 4x - 5 या बहुपदीला  
 x + 2  ने भागलयास येणारी बाकी काढा. 
   (x + 2) हा p(x)चा अवयव आहे का हे ठरवा. 
उकल :   p(x) = x3 + 4x - 5
    p(-2) =  (-2)3 + 4(-2) - 5
    p(-2)  = -8 -8 - 5
        = -21
िेर चसद् धांतानतुसार बाकी -21 आली.
येथे बाकी ¹ 0

\ (x + 2) हा p(x) या बहुपदीचा अवयव नाही.

कृती ः (x - 1) हा x3 + 4x - 5 या बहुपदीचा अवयव आहे का हे पडताळा. 
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िे लक्ात ठेवूया.

 p(x) ही बहुपदी असून a ही कोणतीही वासतव संखया असेल आचण जर p(a) = 0 असेल तर (x - a) 
हा p(x) चा अवयव असतो.

 याउलट (x - a) हा  p(x) या बहुपदीचा अवयव असेल तर p(a) = 0 असते.

उदा (1)  अवयव चसद् धांताचा उपयोग करून, x - 2 हा x3 - x2 - 4 या बहुपदीचा अवयव आहे का ते  
ठरवा.

उकल :   p(x) = x3 - x2 - 4   भाजक = x - 2 
   \ p(2) = 23 - 22 - 4 = 8 - 4 - 4 = 0
 \ अवयव चसद् धांतानतुसार, (x - 2) हा (x3 - x2 - 4) या बहुपदीचा अवयव आहे. 

उदा (2) जर (x - 1) हा (x3 - 2x2 + mx - 4) चा अवयव असेल तर m ची चकंमत काढा. 
उकल : (x - 1) हा p(x) चा अवयव आहे. \ p(1) = 0
  p(x) = x3 - 2x2 + mx - 4
  p(1) = 13 - 2 ´ 12 + m ´ 1 - 4 = 0
   \ 1 - 2 ´ 1 + m - 4 = 0
   \ 1 - 2 + m - 4 = 0      \ m - 5 = 0           \ m = 5

 कृती :  आपण कोरडवाहू िेती करणाऱया गोचवंदचया िेतीचया संदभा्वत बहुपदींचया रूपात िेतीचा खच्व 
व उतपन्न या बाबी पाचहलया होतया. तयाने बँकेचे कज्व सववा लाख रुपये घेतले व ते 10% वयाजदराने परत 
केले होते. चबयाणांसाठी खच्व 10,000 रुपये, सोयाबीनचया चपकासाठी खते-कीटकनािकांसाठी 2000x 
रुपये व तयाचया मिागतीसाठी 4000x2  रुपये खच्व आला होता. कापूस व तूर या चपकांसाठी खते-
कीटकनािकांसाठी 8000y रुपये व मिागतीसाठी 9000y2 रुपये एवढा खच्व केला होता. 

एकूण उतपन्न 14000x2 + 25000
3

y2+16000y एवढे झाले. 

x = 2, y = 3 या चकमती घेऊन गोचवंदचया िेतीचा जमाखच्व चलहून काढा. 

उकल :    जरा          खच्म

1,25,000 रुपये बँकेचे कज्व 1,37,000 रुपये बँकेची वयाजासह परतफेड. 

`   सोयाबीनचे उतपन्न `     चबयाणांसाठी

`   कापसाचे उतपन्न  `  सोयाबीन:खते व कीटकनािके   

`   ततुरीचे उतपन्न  `   सोयाबीन: मजतुरी व मिागत

`   एकूण जमा `   कापूस व तूर : खते व कीटकनािके

      `  कापूस व तूर : मजतुरी व मिागत 

      `   एकूण खच्व  
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सरावसंच 3.5

(1)  x ची चदलेली चकंमत घेऊन 2x  - 2x3 + 7 या बहुपदीची चकंमत काढा.

 (i) x  = 3  (ii) x  = - 1  (iii) x  = 0
(2)  खालील प्रतयेक बहुपदीकररता p(1), p(0) आचण p(- 2)  काढा.
 (i) p(x) = x3  (ii) p(y) = y2 - 2y + 5 (iii) p(x) =  x4 - 2x2 - x 

(3)  जर m3 + 2m + a या बहुपदीची चकंमत m = 2 असताना 12 आहे, तर a ची चकंमत काढा.
(4)  जर mx2 - 2x + 3 या बहुपदीकरता p(- 1) = 7 असेल तर m ची चकंमत काढा.
(5)  खालीलपैकी पचहलया बहुपदीला दुसऱया बहुपदीने भागलयास, येणारी बाकी िेर चसद्धांताचा उपयोग करून 

काढा.     
 (i) (x2 - 7x + 9) ; (x + 1)
 (ii)  (2x3  - 2x2 + ax - a) ; (x - a)
 (iii) (54m3 + 18m2 - 27m + 5) ; (m - 3)
(6) y3 - 5y2 + 7y + m या बहुपदीस y + 2 ने भागलयास बाकी 50 उरते, तर m ची चकंमत काढा.
(7)  अवयव चसद् धांताचा उपयोग करून, x + 3 हा x2 + 2x - 3 चा अवयव आहे का ते ठरवा.
(8)  जर x - 2 हा  x3  - mx2 + 10x - 20 या बहुपदीचा अवयव असेल तर m ची चकंमत काढा.  
(9) खालील उदाहरणात q(x) हा p(x) चा अवयव आहे चकंवा नाही हे अवयव चसद ्धांताने ठरवा.
 (i) p(x) = x3  - x2 - x - 1,  q(x) = x - 1 

 (ii) p(x) = 2x3  - x2 - 45,    q(x) = x - 3
(10)  (x + 1) ने (x31 + 31) ला भागलयास येणारी बाकी काढा.
(11)  m - 1 हा  m21  - 1 व m22  - 1 या बहुपदींचा अवयव आहे हे दाखवा.
(12*) जर x - 2 आचण  x - 

1
2   हे दोनही nx2 - 5x + m या बहुपदीचे अवयव असतील तर दाखवा  

 की m = n = 2
(13)  (i) जर p(x) = 2 + 5x तर p(2) + p(- 2) - p(1) काढा.

      (ii) जर p(x) = 2x2 - 5 3 x + 5 तर p(5 3 ) काढा.

जरा आठवूया.

 मागील इयततेत आपण बहुपदींचे अवयव कसे काढावे याचा अभयास केला आहे. काही उदाहरणे पाहू. 
अवयव काढा. 
 उदा (1)  4x2 - 25              उदा (2)  3x2 + 7x + 2
  = (2x)2 -(5)2                     = 3x2 + 6x + x + 2
  = (2x + 5) (2x - 5) = 3x(x + 2) +1(x + 2)
    = (x + 2) (3x + 1)
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उदा (3)  63x2 + 5x - 2              उदा (4)   6x2 - 5x - 6
 = 63x2 + 14x - 9x - 2                     = 6x2 - 9x + 4x - 6
 = 7x(9x + 2) -1(9x + 2)  = 3x(2x - 3) +2(2x - 3)
   = (9x + 2) (7x - 1)  = (2x - 3) (3x + 2)

जाणून घेऊया.

  बहुपदींचे अवयव (Factors of polynomials)

काही वेळा चदलेलया बहुपदीचे रूपांतर ax2 + bx + c असे करता येते. तयामतुळे चतचे अवयव िोधणे सोपे जाते.  
उदा (1) (y2-3y)2 - 5(y2-3y) - 50 चे अवयव काढा. 
उकल : चदलेलया बहुपदीत (y2-3y) = x मानू.
     \ (y2-3y)2 - 5(y2-3y) - 50 = x2 - 5x - 50
             = x2 - 10x + 5x - 50
         = x(x - 10) +5(x - 10)
         = (x - 10) (x + 5)
       = (y2-3y - 10) (y2-3y + 5)
        = [y2-5y + 2y - 10] (y2-3y + 5)
        = [y(y - 5) +2(y - 5)] (y2-3y + 5)

        = (y - 5) (y + 2) (y2-3y + 5)

उदा (2) अवयव पाडा. 

 (x + 2) (x - 3)(x - 7) (x - 2) + 64
उकल : (x + 2) (x - 3)(x - 7) (x - 2) + 64 
     = (x + 2) (x - 7) (x - 3) (x - 2) + 64
     =  (x2 - 5x - 14) (x2 - 5x + 6) + 64
     = (m - 14) (m + 6) + 64 . . . . . . . .  (x2 - 5x साठी m मानून.)
     = m2 - 14m + 6m - 84 + 64
     = m2 - 8m - 20
     = (m - 10) (m + 2)
       = (x2 - 5x - 10) (x2 - 5x + 2)     .... m चया जागी x2 - 5x चलहून

सरावसंच 3.6
(1) खालील बहुपदींचे अवयव काढा.
 (i) 2x2 + x - 1          (ii) 2m2 + 5m - 3 (iii) 12x2 + 61x + 77

 (iv) 3y2 - 2y - 1         (v) 3 x2 + 4x + 3  (vi) 
1
2 x2 - 3x + 4
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(2)  खालील बहुपदींचे अवयव काढा.

 (i) (x2 - x)2 -8 (x2 - x) + 12 (ii) (x - 5)2 -(5x - 25) - 24

 (iii) (x2 - 6x)2 -8 (x2 - 6x +8) - 64 (iv) (x2 -2x +3) (x2 -2x +5)  - 35

 (v) (y + 2) (y - 3)(y + 8) (y + 3) + 56 

 (vi) (y2 +5y) (y2 +5y -2) - 24 

 (vii) (x - 3)(x - 4)2 (x - 5) - 6

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 3
(1)  खालील प्रतयेक प्रशनासाठी चदलेलया पया्वयांपैकी अचूक पया्वय चनवडा.

 (i)  खालीलपैकी बहुपदी कोणती ?

     (A) x
y

 (B) x x2 3-  (C) x-2 + 7  (D) 2 x2 + 1
2

 (ii)  7  या बहुपदीची कोटी चकती ?

      (A) 1
2

 (B) 5 (C) 2 (D) 0

 (iii)  0 बहुपदीची कोटी चकती असते ?

      (A) 0 (B) 1       (C) चनशशचत करता येत नाही      (D) कोणतीही वासतव संखया 

 (iv)  2x2 + 5x3 + 7 या बहुपदीची कोटी चकती ?

      (A) 3 (B) 2 (C) 5  (D) 7

 (v)  x3 - 1 या बहुपदीचे सहगतुणक रूप काेणते ?

     (A) (1, - 1) (B) (3, - 1) (C) (1, 0, 0, - 1)  (D) (1, 3, - 1)

 (vi)  p(x) = x2 - 7 7 x + 3 तर p(7 7 ) = ?

      (A) 3 (B) 7 7   (C) 42 7  + 3  (D) 49 7

 (vii) 2x3 + 2x या बहुपदीची x = - 1 असताना चकंमत चकती ?

     (A) 4 (B) 2  (C) - 2   (D) - 4

 (viii) 3x2 + mx या बहुपदीचा x - 1 हा अवयव असेल तर m ची चकंमत चकती ?

      (A) 2 (B) - 2  (C) - 3   (D) 3

 (ix) (x2 - 3) (2x - 7x3 + 4) हा गतुणाकार करून चमळणाऱया बहुपदीची कोटी चकती ?

     (A) 5 (B) 3  (C) 2  (D) 0
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 (x) खालीलपैकी रेरीय बहुपदी कोणती ?

     (A) x + 5   (B) x2 + 5  (C) x3 + 5     (D) x4 + 5

(2)  खालील प्रतयके बहुपदीची कोटी चलहा. 

 (i) 5 +3x4 (ii) 7 (iii) ax7+bx9  {a, b या शसथर संखया आहेत.}

(3)  खालील बहुपदी प्रमाण रूपात चलहा. 

 (i) 4x2+7x4-x3-x+9  (ii) p+2p3+10p2+5p4-8

(4)  खालील बहुपदी सहगतुणक रूपात चलहा. 

 (i) x4+16  (ii) m5+2m2+3m+15

(5) खालील सहगतुणक रूपातील बहुपदी x हे चल वापरून घातांक रूपात चलहा. 

 (i) (3, -2, 0, 7, 18) (ii) (6, 1, 0, 7) (iii) (4, 5, -3, 0)

(6) बेरीज करा. 

 (i) 7x4-2x3+x+10 ; 3x4+15x3+9x2-8x+2  (ii) 3p3q+2p2q+7 ; 2p2q+4pq-2p3q

(7)  वजाबाकी करा. 

 (i) 5x2-2y+9 ; 3x2+5y-7   (ii) 2x2+3x+5 ; x2-2x+3

(8)  खालील गतुणाकार करा. 

 (i) (m3-2m+3)(m4-2m2+3m+2)    (ii) (5m3-2)(m2-m+3)
(9) 3x3-8x2+x+7 या बहुपदीला x-3 या बहुपदीने संशलेरक पद्धतीने भागा व बाकी काढा.

(10) m चया कोणतया चकमतीकररता x+3 हा x3-2mx+21 या बहुपदीचा अवयव असेल? 
(11) 2016 वरा्वचया िेवटी कोवाड, वरूड व चचखली गावांची लोकसंखया अनतुक्रमे 5x2-3y2, 7y2+2xy 

आचण 9x2+4xy होती. 2017 वरा्वचया सतुरुवातीला तीनही गावांतून चिक्षण व रोजगाराकररता अनतुक्रमे 
x2+xy-y2, 5xy व 3x2+xy माणसे दुसऱया गावी गेली. तर 2017 चया सतुरुवातीला तया गावांची एकूण 
लोकसंखया चकती होती ?

(12) bx2 + x + 5 व bx3-2x+5 या बहुपदींना x-3 ने भागलयास येणारी बाकी अनतुक्रमे m व n असेल 
आचण जर m - n = 0 असेल तर b ची चकंमत काढा. 

(13) सरळरूप द्ा. (8m2+ 3m - 6) - (9m - 7) + (3m2 - 2m + 4)

(14) x2 + 13x + 7 मधून कोणती बहुपदी वजा करावी महणजे 3x2 + 5x - 4 ही बहुपदी चमळेल? 

(15) 4m + 2n + 3 या रािीत कोणती रािी चमळवावी महणजे 6m + 3n + 10 ही बहुपदी चमळेल? 

		 	 	 	 	 ��� 
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4 गुणोततर व प्रराण

जरा आठवूया.

आपण मागील इयततांमधये गतुणोततर व प्रमाण यांचा अभयास केला आहे. तयावर आधाररत उदाहरणेही आपण 
सोडवली आहेत.  
उदा  चवमलने तयार केलेले रवयाचे लाडू रुचकर असतात. ती एक वाटी तूप, 3 वाट्ा रवा आचण 2 वाट्ा 

साखर घेऊन लाडू बनचवते. 
 येथे रवा आचण साखर यांचे प्रमाण 3:2 चकंवा 

3
2  आहे. 

 जर लाडवांसाठी 12 वाट्ा रवा घेतला तर चकती साखर लागेल?
 साखर x वाट्ा लागेल असे मानू.  यावरून 

3
2  = 12

x
  \ 3x = 24   \ x = 8

 महणजे 12 वाट्ा रवा घेऊन लाडू करणयासाठी 8 वाट्ा साखर लागेल. 
 हेच उदाहरण पतुढीलप्रमाणेही करता येते. 
 रवा 3k  वाट्ा असेल तर साखर 2k वाट्ा लागेल. कारण 

3
2
k
k  = 

3
2  

     3k = 12 असेल तर k = 4   \ 2k = 8 वाट्ा साखर लागेल.

जाणून घेऊया.

  गुणोततर व प्रराण (Ratio and proportion) 

 दोन संखयांचया गतुणोततराची संकलपना तीन चकंवा अचधक संखयांसाठी चवसताररत करता येते. 
लाडवांचे उदाहरण पाहा.  तूप, रवा आचण साखर यांचे प्रमाण 1 : 3 : 2 आहे. 
 येथे तूप व रवा यांचे गतुणोततर 1 : 3 आचण रवा व साखर यांचे गतुणोततर 3 : 2 आहे. 
ही माचहती एकाच प्रमाणाने चदली आहे. 
 तूप 1k = k वाटी, रवा 3k वाट्ा आचण साखर 2k वाट्ा असे मानता येईल. 
 आता 12 वाट्ा रवा असेल तर लाडवांसाठी चकती वाट्ा तूप व चकती वाट्ा साखर लागेल हे 
काढता येईल. 

कारण 3k = 12 \ k = 4 आचण 2k = 8 महणजे 4 वाट्ा तूप आचण 8 वाट्ा साखर लागेल. 

 • गुणोततर     • गुणोततराचे गुणधर्म   
 • सरान गुणोततरांवरील शरिया  • सरान गुणोततरांचा शसद्धांत
 • परंपररत प्रराण    • गुणोततरातील k पद्धती

चला, शिकूया.
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 हीच कलपना चार वा अचधक बाबींचया प्रमाणासाठी देखील वापरता येते. 
 जर a, b, c, d या चार संखयांचे प्रमाण 2 : 3 : 7 : 4 असे असेल तर तया संखया 2m, 3m, 
7m, 4m मानू. चदलेली माचहती वापरून m ची चकंमत काढता येईल. उदाहरणाथ्व, या चार संखयांची बेरीज 
48 असेल तर तया चार संखया काढू. 
 2m + 3m + 7m + 4m = 16 m = 48
 \  m = 3
 \  2m = 6,  3m = 9,  7m = 21,  4m = 12 अिा संखया चमळालया.

 \  इष्ट संखया = 6, 9, 21, 12                                           

उदा (1)  खताचया 18 : 18 : 10 या प्रकारामधये नायटट्ोजनची संयतुगे 18%, फॉसफरसची संयतुगे 18% आचण 

पोटॅचियमची संयतुगे 10% असतात. उरलेला भाग इतर पदाथाांचा असतो. तर तया प्रकारचया 20 चकलोग्रॅम 
खतामधये प्रतयेक प्रकारचया संयतुगाचे वसततुमान  चकती असेल ? 

उकल : 20 चकग्रॅ खतातील नायटट्ोजनचया संयतुगाचे वसततुमान  x  चकग्रॅ मानू.

 ∴ =
18

100 20
x

     ∴ =
×

=x 18 20
100

3 6.

 \  नायटट्ोजनचे संयतुग 3.6 चकग्रॅ असेल.
 फॉसफरसचया संयतुगाचे ितमान 18 हेच असते.  \ फॉसफरसचे संयतुग 3.6 चकग्रॅ असेल.

 20 चकग्रॅ खतातील पोटचॅियमचया संयतुगाचे वसततुमान y चकग्रॅ मानलयास

 100
10

20
y=       \ y  =  2                  \ पोटॅचियमचे संयतुग 2 चकग्रॅ असेल.

सरप्रराण
  एक मोटरगाडी 1 लीटर पेटट्ोलमधये 10 चकमी अंतर जाते.
 महणून 20 लीटर पेटट्ोलमधये ती गाडी 20 ´ 10 = 200 चकमी अंतर कापेल.
 तर 40 लीटर पेटट्ोलमधये तीच गाडी 40 ´ 10 = 400 चकमी अंतर जाईल.
वरील माचहती सारणी रूपात चलहू.

पेटट्ोल ः x लीटर 1 20 40
अंतर ः y चकमी 10 200 400

x
y

1
10

20
200 =

1
10

40
400

 = 1
10

x
y  = k 

 गाडीने वापरलेले पेट्ोल (लीटररधय)े आशण तेवढ्ा पेट्ोलरधय ेकापलेले अंतर (शकलोरीटररधये) या रािींचे 
गुणाेततर शस्थर आिे. अिा वेळी तया  दोन रािी सरप्रराणात आिेत, मिणजेच या दोन रािी सरचलनात बदलतात 
असे मिणतात.
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वयसतप्रराण
 एका मोटारीला तािी 50 चकमी वेगाने 100 चकमी जाणयास दोन तास लागतात. एका बैलगाडीचा वेग तािी 5 

चकमी आहे, तर तेवढेच अंतर जाणयास बैलगाडीला 20 तास लागतात. 

   \   वेग ´ वेळ = अंतर हे लक्षात घेऊन वरील माचहती सारणी रूपात चलहू.    

मोटार 
वेग/तािी x वेळ y  x ´ y x ´ y = k

50 2 100  

बैलगाडी 5 20 100

 मिणजे वािनाचा वेग आशण प्रवासाला लागणारा वेळ यांचा गुणाकार शस्थर आलेला शदसतो. अिा वेळी तया 

रािी वयसत प्रराणात आिेत, शकंवा तया रािी वयसत चलनात बदलतात असे मिणतात.

 वरील उदािरणात, वािनाचा वेग आशण ठरावीक अंतर जाणयास लागणारा वेळ िे वयसत प्रराणात आिेत.

जरा आठवूया.

गुणोततराचे गुणधर्म 

(1)   a आचण b या दोन संखयांचे गतुणोततर  a : b चकंवा a
b

अिा सवरूपात चलचहता येते. येथे a ला पूव्वपद (पचहले 

पद) आचण b ला उततर पद (दुसरे पद) महणतात.

(2)  दोेन संखयांचया गतुणाेततरात उततरपद 100 असते तेवहा तया गतुणोततरास ितमान असे महणतात. 

(3)  प्रमाणातील सव्व संखयांना एकाच िूनयतेर संखयेने गतुणले चकंवा भागले तर ते प्रमाण बदलत नाही. 

  उदा. 3:4 = 6:8 = 9:12 तसेच 2:3:5 = 8:12:20 चकंवा k ही िूनयेतर संखया असेल, तर 

  a : b  =  ak : bk  a : b:c  =  ak : bk : ck 

(4)  जया संखयांचे गतुणोततर काढायचे आहे तया एकाच प्रकारचया मापनाचया असलया तर प्रतयेकीचया मापनाचे 

एकक समान असले पाचहजे. 

(5)  गतुणोततराला एकक नसते. 

    जसे, 2 चकलोग्रॅम व 300 ग्रमॅ यांचे गतुणोततर 2:300 नसते परंततु 2 चकलोग्रॅम = 2000 ग्रॅम महणून ते गतुणोततर    

        2000 : 300 महणजेच 20:3 आहे. 

उदा (1) सीमाचया व राजश्ीचया वयांचे गतुणोततर 3 : 1 आहे. राजश्ीचया व अततुलचया वयांचे गतुणोततर 2 : 3 आहे. 

तर सीमा, राजश्ी आचण अततुल यांचया वयांचे गतुणोततर काढा.

उकल :     सीमाचे वय : राजश्ीचे वय = 3 : 1  राजश्ीचे वय : अततुलचे वय = 2 : 3

  पचहलया गतुणोततराचे उततरपद हे दुसऱया गतुणोततरातील पूव्वपद असायला हवे. 
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 यासाठी महणजे सलग गतुणोततर चमळवणयासाठी पचहलया गतुणोततरातील पदांना 2 ने गतुणू महणजे 3:1 = 6:2 

चमळेल. 

  
सीमाचे वय
राजश्ीचे वय  = 

6
2 ,  राजश्ीचे वय

अततुलचे वय
 = 

2
3

  \ सीमाचे वय : राजश्ीचे वय : अततुलचे वय हे गतुणोततर  6 : 2 : 3 असे आहे. 

उदा (2) एका आयताकृती िेताची लांबी 1.2 चकमी असून तयाची रुंदी 400 मी आहे, तर लांबीचे रुंदीिी   

गतुणोततर काढा. 

उकल :  येथे  लांबी चकलोमीटरमधये व रुंदी मीटरमधय ेआहे. गतुणोततरासाठी दोनही एकके समान हवीत महणून चकलोमीटरचे 

मीटरमधय ेरूपांतर करू. 

  1.2 चकमी = 1.2 ´1000 = 1200 मीटर  \ 1200 मीटरचे 400 मीटरिी गतुणोततर घेऊ. 

 अपेचक्षत गतुणोततर = 1200
400

3
1

=  ,   महणजेच  3:1 आहे. 

उदा (3) महेि यांचया दरमहा खचा्वचे तयाचंया उतपन्नािी असलेले गतुणोततर 3:5 आहे, तर तयाचंा खच्व तयाचंया उतपन्नाचया 

िेकडा चकती आहे ?

उकल :  खचा्वचे उतपन्नािी असलेले गतुणोततर 3:5 आहे. याचे ितमानात रूपांतर करायचे महणजे दुसरे पद 100 

करायचे. 

 3
5

3 20
5 20

60
100

=
×
×

=   महणजे खच्व
उतपन्न

= 60
100

 = 60%     \ महिे यांचा खच्व उतपन्नाचया 60% आहे.

उदा (4) एका बागेत आंबा व चचकूचया झाडांचया संखयांचे गतुणोततर 2:3 आहे. जर तया बागेत प्रतयेक प्रकारची 5 झाडे 

जासत लावली असती तर तयांचया संखयांचे गतुणोततर 5 : 7 झाले असते. तर तया बागेत आंबयाची व चचकूची 

झाडे चकती आहेत?

उकल :  सतुरुवातीचे गतुणोततर 2 : 3 आहे. 

   बागेतील आंबयाची झाडे = 2x   व   चचकूची झाडे = 3x मानू.  

 चदलेलया अटीनतुसार,   2 5
3 5

5
7

x
x

+
+

=       

    14x + 35 = 15x + 25  

           \ x = 10  

    \  बागेतील आंबयाची झाडे = 2x = 2 ´10= 20

        \ बागेतील चचकूची झाडे = 3x = 3 ´10= 30

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



61

उदा (5) दोन संखयांचे गतुणोततर 5 : 7 आहे. जर प्रतयेक संखयेत 40 चमळवले तर येणाऱया बेरजांचे  
 गतुणोततर 25 : 31 होते. तर तया संखया काढा. 

उकल :  पचहली संखया = 5x आचण दुसरी संखया = 7x मानू. 
  चदलेलया अटीवरून.

             

5 40
7 40

25
31

31 5 40 25 7 40
155 1240 175 1000

1240

x
x
x x

x x

+
+

=

+( ) = +( )
+ = +

−11000 175 155
240 20

12

= −
=
=

x x
x

x

   
        

   

    \  पचहली संखया = 5 ´ 12 = 60
         दुसरी संखया = 7 ´ 12 = 84
              \  चदलेलया संखया 60 व 84 आहेत.

(1) खाली चदलेलया संखयाचंया जोड्ांमधील पचहलया संखयचेे दुसऱया संखयेिी असलेले गतुणोततर संचक्षप् रूपात 
चलहा.

 (i) 72, 60 (ii) 38,57 (iii) 52,78
(2) पतुढील रािींपैकी पचहलया रािीचे दुसऱया रािीिी असलेले गतुणोततर संचक्षप् रूपात चलहा.
 (i) 700 रुपये,  308 रुपय े  (ii) 14 रु,        12 रु. 40 पै. 
 (iii) 5 लीटर,  2500 चमचललीटर  (iv) 3 वर्व 4 मचहने,      5 वरवे 8 मचहने
 (v) 3.8 चकलोग्रॅम,   1900 ग्रॅम   (vi) 7 चमचनटे 20 सेकंद,    5 चमचनटे 6 सेकंद.
(3) पतुढील ितमाने संचक्षप् गतुणोततरांचया रूपात चलहा.
 (i) 75 : 100 (ii) 44 : 100 (iii) 6.25% (iv) 52 : 100 (v) 0.64%
(4) एक लहान घर 3 माणसे 8 चदवसांत बांधू िकतात, तर तेच घर 6 चदवसांत बांधणयास चकती माणसे लागतील?

(5)  पतुढील गतुणोततरांचे ितमानात रूपांतर करा. 

 (i) 15 : 25  (ii) 47 : 50 (iii) 7
10

 (iv) 546
600

 (v) 7
16

(6)  आभा आचण चतची आई यांचया वयांचे गतुणोततर 2:5 आहे. आभाचया जनमाचया वेळी चतचया आईचे वय 27 
वरवे होते. तर आभा आचण चतची आई यांची आजची वये काढा. 

(7)  वतसला व सारा यांची आजची वये अनतुक्रमे 14 वरवे व 10 वरवे आहेत; चकती वराांनी तयांचया वयांचे गतुणोततर 
5:4 होईल?

(8)  रेहाना व चतची आई यांचया आजचया वयांचे गतुणोततर 2 : 7 आहे. 2 वराांनी तयांचया वयांचे गतुणोततर 1 : 3 
होईल. तर रेहानाचे आजचे वय चकती? 

सरावसंच 4.1
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जाणून घेऊया.

   गुणोततरांची तुलना

 जर b > 0, d > 0 तर 
a
b  , 

c
d  या गतुणोततरांची ततुलना पाहू. ही ततुलना खालील चनयमांनतुसार करता येते. 

 (i) जर ad > bc तर a
b

 >  
c
d    (ii) जर ad < bc तर  a

b
< 
c
d      (iii) जर ad = bc तर 

a
b  = 

c
d               

खाली चदलेलया गतुणोततरांचया प्रतयेक जोडीतील क्रमसंबंध ठरवा.  

उदा (1)   4
9

7
8

,

उकल :     4  ´  8   ?    7  ´  9
                      32  <  63
             \    4

9
7
8

<

      उदा (2)  13
8

7
5

,

                    13 5 8 7´ ´, ?

                            65 56?

                             65 56>

                      \       13
8

7
5

>

उदा (3) जर a व b पूणाांक संखया असतील आचण a < b, b ¹ ± 1 तर a
b

-
-

1
1

, 
a
b

+
+

1
1  या गतुणोततरांतील  

     क्रमसंबंध ठरवा. 

उकल :  a < b
 \ a - 1 < b -1    आता a

b
-
-

1
1

 - 
a
b

+
+

1
1   या वजाबाकीचा चवचार करू.

    
 a

b
-
-

1
1

 - 
a
b

+
+

1
1   =

−( ) +( ) − +( ) −( )
−( ) +( )

=
− + −( ) − + − −( )

−

a b a b
b b

ab b a ab b a
b

1 1 1 1
1 1

1 1
12

==
− + − − − + +

−

=
−
−

=
−( )
−

ab b a ab b a
b

a b
b
a b
b

1 1
1

2 2
1

2
1

2

2

2

         

.......... (1)
.......... (2)

.....(1) व (2) वरून

2
1

0

1
1

1
1

0

1
1

1
1

2

a b
b
a
b

a
b

a
b

a
b

−( )
−

<

−
−

−
+
+

<

−
−

<
+
+

आता a < b  \ a - b < 0    

तसेच  b2-1 > 0   कारण   b ¹ ± 1
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उदा (4)  जर a : b = 2 : 1  आचण b : c = 4 : 1 तर  a
b c

4

2 2

3

32








  या रािीची चकंमत काढा.

उकल :      1
2

b
a =         \ a = 2 b      1

4
c
b =         \ b = 4c    

 a = 2 b  =  2 ´ 4c = 8c       \ a = 8 c  

 आता a = 8 c, b = 4c  या चकमती घालून

  a
b c

4

2 2

3

32








 = 8

32 4

8 8 8 8
32 16

4

2 2 2

3

4

2 2

3

c
c c

c
c c

( )
× × ×













=
× × × ×
× × ×











 

     

      = (8)3

  \     
a
b c

4

2 2

3

32








  = 512

(1)  
a
b

ak
bk

=  या गतुणधमा्वचा उपयोग करून ररकामया जागी योगय संखया चलहा. 

 (i) 
5
7 28

35
3 5

= = =
....

....
....
.     (ii) 9

14
4 5

42 3 5
= = =

.
....

.... ....
.

(2)  पतुढील गतुणोततरे काढा.

 (i) वततु्वळाचया चत्जयेचे तयाचया पररघािी असलेले गतुणोततर.

 (ii) r चत्जया असलेलया वततु्वळाचया पररघाचे, तयाचया क्षेत्फळािी असलेले गतुणोततर. 

 (iii) बाजू 7 सेमी असलेलया चौरसाचया कणा्वचे तयाचया बाजूिी असलेले गतुणोततर. 

 (iv) लांबी 5 सेमी व रुंदी 3.5 सेमी असलेलया आयताचया पररचमतीचे, क्षेत्फळािी असलेले गतुणोततर.  

(3)  पतुढे चदलेलया गतुणोततरांचया जोड्ांमधील लहान-मोठेपणा ठरवा. 

 (i) 
5

3
3
7

,    (ii) 
3 5
5 7

63
125

,   (iii) 5
18

17
121

,  

 (iv)  
80
48

45
27

,   (v) 9 2
5 1

3 4
7 1

.

.
, .

.

(4)  (i) �ABCD समांतरभतुज चौकोन आहे. तयाचया Ð A व Ð B चया मापांचे गतुणोततर 5 : 4 आहे. 
तर Ð B चे माप काढा.

 (ii) अलबट्व आचण सलीम यांचया आजचया वयांचे गतुणोततर 5 : 9 आहे. पाच वराांनंतर तयांचया वयांचे 

गतुणोततर 3 : 5 होईल, तर तयांची आजची वये काढा. 

सरावसंच 4.2
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 (iii) एका आयताचया लांबी व रुदंीचे गतुणोततर 3 : 1 आहे. आयताची पररचमती 36 सेमी आहे, तर 
आयताची लांबी व रुदंी काढा. 

 (iv) दोन संखयांचे गतुणोततर 31 : 23 असून तयांची बेरीज 216 आहे, तर तया संखया काढा. 

 (v) दोन संखयाचंा गतुणाकार 360 आहे व तयाचे गतुणोततर 10 : 9 आहे, तर तया संखया काढा. 

(5*) जर a : b =  3 : 1  आचण  b : c =  5 : 1 तर (i) 
a
b c

3

2

3

15








 (ii) 

a
bc

2

7 या रािींचया चकमती काढा. 

(6*) 0 04 0 4 0 4 0 04. . . .× × = × ×a b  तर 
a
b    हे  गतुणोततर  काढा. 

(7) (x + 3) :  (x + 11) = (x - 2) : (x + 1) तर x ची चकंमत काढा. 

जाणून घेऊया.

  सरान गुणोततरांवरील शरिया

समानतेचया गतुणधमाांचा उपयोग करून दोन समान गतुणोततरांवर काही चक्रया करता येतात. तयांचा अभयास करू. 
 जर a , b, c, d या धन संखया असतील तर तयांसाठी खालील गतुणधम्व समजून घेऊ.

(I) वयसत शरिया (Invertendo)  जर  
a
b =

c
d  तर 

b
a

d
c

=  

         a
b

c
d

a d b c
b c a d
b c
a c

a d
a c

b
a

d
c

=

× = ×
× = ×
×
×

=
×
×

=

 

            \       
                 \
      \   (दोनही बाजूंस a ´c ने भागून.)

\ जर  
a
b =

c
d  तर 

b
a

d
c

=  या गुणधरा्मला ‘वयसत शरिया’ मिणतात. 

(II) एकांतर शरिया (Alternando) जर  
a
b =

c
d  तर a

c
b
d

=    

           
a
b =

c
d  

          \ a d b c
a d
c d

b c
c d

a
c

b
d

× = ×
×
×

=
×
×

=

          (दोनही बाजूंस c ´ d ने भागून)

जर a
b

c
d

=  तर a
c

b
d

=   या गुणधरा्मला ‘एकांतर शरिया’ मिणतात. 
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(III) योग शरिया (Componendo)   जर a
b

c
d

=  तर a b
b

c d
d

+
=

+  

                
a
b

c
d

=

           a
b

c
d

a b
b

c d
d

+ = +

+
=

+

1 1  (दोनही बाजूंत 1 चमळवून)

जर a
b

c
d

=  तर a b
b

c d
d

+
=

+  या गुणधरा्मला ‘योग शरिया’ मिणतात.

(IV) शवयोग शरिया (Dividendo)   जर  
a
b

c
d

=  तर 
a b
b

c d
d

−
=

−
 

        \     a
b

c
d

a
b

c
d

a b
b

c d
d

=

− = −

−
=

−

1 1        \    (दोनही बाजूंतून 1 वजा करून)

                  \

जर 
a
b

c
d

=   तर 
a b
b

c d
d

−
=

−
 या गुणधरा्मला ‘शवयोग शरिया’ मिणतात.

(V) योग शवयोग शरिया (Componendo-dividendo) जर  
a
b

c
d

=  तर 
a b
a b

c d
c d

+
−

=
+
− , a ¹ b, c ¹ d

    
 
           

                              \

 जर 
a
b

c
d

=  तर 
a b
a b

c d
c d

+
−

=
+
−   या गुणधरा्मला ‘योग-शवयोग शरिया’ मिणतात. 

 योग चक्रया आचण चवयोग चक्रया यांचे सामानय रूप

 जर ab
c
d

=  तर a b
b

c d
d

+
=

+       (एकदा योग चक्रया)

    
a b
b

c d
d

+
=

+2 2
    

(दोनदा योग चक्रया करून)

 सामानयपण े
a mb
b

c md
d

+
=

+
 (m वेळा योग चक्रया करून)  ...(1)  

 तसेच जर    
a
b

c
d

=  तर 
a mb
b

c md
d

−
=

−
 (m वेळा चवयोग चक्रया करून)  ...(2) 

 आचण जर     
a
b

c
d

=  तर a mb
a mb

c md
c md

+
−

=
+
−

 ...((1) व (2) वरून, भागाकार करून)

जर
a
b

c
d

a b
b

c d
d

a b
b

c d
d

a b
a b

c d
c d

=

+
=

+

−
=

−

+
−

=
+
−

a
b

c
d

a b
b

c d
d

a b
b

c d
d

a b
a b

c d
c d

=

+
=

+

−
=

−

+
−

=
+
−

\    (योग चक्रया करून)   ....(1)
     
\    (चवयोग चक्रया करून) ....(2)

    (1) व (2) वरून.
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सोडवलेली उदािरणे 

उदा (1) जर a
b

=
5
3

 तर a b
b

+
=

7
7

? हे गतुणोततर काढा.

रीत I रीत II

उकल : जर a
b

=
5
3

  तर a b k
5 3

= = , एकांतर चक्रया करून 

     \ a = 5k, b = 3k 

      \    

             
a
b

=
5
3

     

    

  

  

a
b

a b
b

a b
b

7
5
21

7
7

5 21
21

7
7

26
21

=

+
=

+

+
=

    

उदा. (2) जर 4b
a 7= तर b5

b
a - काढा. 

                  रीत I        रीत II

उकल :           4b
a 7=    

  \ 7 4
a b= एकांतर चक्रया करून  

  \ 7 4
a b m= = मानू

   \ a = 7m,   b = 4m

  \ b5
b
a -  = 4

5(7 ) 4
m

m m-
 

   = 4
4

m
m m35 -

   = 4
31

                  4b
a 7=

                 
5

4
5 7

4
35

b
a #=

=

            5 35 4
4

a b
b
−

=
−  (चवयोग चक्रया  करून) 

           b5
b
a

4
31- =

(वयसत चक्रया)

(एकांतर चक्रया)

(योग चक्रया) 

(चवयोग चक्रया)

िे लक्ात ठेवूया.

जर a
b

c
d

=  तर b
a

d
c

=

जर 
a
b

c
d

= तर c
a

d
b=

जर a
b

c
d

=  तर 
a b
b

c d
d

+
=

+

जर b
a

d
c= तर b

a b
d
c d= --

जर b
a

d
c= तर a b

a b
c d
c d

+
−

=
+
−

 (योग-चवयोग चक्रया)

   (योगचक्रया करून)    

    

    

a b
b

k k
k

k k
k

k
k

+
=

+ ×
×

=
+

= =

7
7

5 7 3
7 3

5 21
21

26
21

26
21

\

\

\
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उदा. (3) जर 3b
a 7= तर 2

2
a b
a b

-
+ ची चकंमत काढा. 

उकल :  रीत I :  समजा a = 7m, b = 3m 

 \ 2
2

a b
a b

-
+  =

+ ×
− ×

7 2 3
7 2 3

m m
m m

                   m
m

7 6
7 6

m
m

-
+=

                    13
m
m= =  1

13

    रीत II :      \ 3b
a 7=

                \   2 6
7

b
a = ...... दोनही बाजूंना 

1
2  ने गतुणून

              \ a b
a b

+
−

=
+
−

2
2

7 6
7 6

  (योग-चवयोग चक्रया करून)

              \ 2
2

a b
a b

-
+ =  1

13       

उदा (4) जर 
a b
3 2

=  तर 
5 3
7 2
a b
a b

+
− ची चकंमत काढा. 

उकल :                  रीत I 

                a b
3 2

=  

         \ a
b

=
3
2

........ एकांतर चक्रयेने

आता  5 3
7 2
a b
a b

+
−

  चया प्रतयेक पदास b ने भागून. 

                

5 3

7 2

5 3

7 2

5 3
2

3

7 3
2

a
b

b
b

a
b

b
b

a
b
a
b

+

−
=







 +







 −

=







 +







 −−

=
+

−

=
+
−

=

2

15
2

3

21
2

2

15 6
21 4

21
17

रीत II 

              
a b
3 2

=

         \   a b
3 2

=  = t मानू. 

\   a = 3t व b = 2t या चकमती ठेवून. 

            

5 3
7 2

5 3 3 2
7 3 2 2

15 6
21 4

21
17

21
17

a b
a b

t t
t

t t
t

t
t

+
−

=
+
−

=
+
−

=

=

( ) ( )
( ) ( t)

t

(t ¹ 0)
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 उदा (5) जर  
4

5

x

y
=   तर 

4
4

x    y

x    y

−
+  ची चकमत काढा.

उकल :  4    
5

4 16    
5

4 16 5    
4 16 5

4 21    
4 11
4 11    
4 21

x
y

x
y

x y
x y

x y
x y
x y
x y

=

=

+ +=
− −

+ =
−
− =
+

...(दोनही बाजूंना 4 ने गतुणून)

...(चवयोग-योग चक्रया करून)

उदा (6)    जर 5x = 4y  तर  
2 2

2 2

3

3

x y

x y

+
−  ची चकंमत काढा. 

उकल : x
y

x
y

x
y

x y
x y

x

  

  

  

 

=

=

=

+
−

=
+
−

+

4
5

16
25

3 48
25

3
3

48 25
48 25

3

2

2

2

2

2 2

2 2

2 yy
x y

2

2 23
73
23−

=  

...(दोनही बाजूंस 3 ने गतुणून)

...(योग-चवयोग चक्रया करून)

जाणून घेऊया.

   सरान गुणोततरांचया गुणधराांचा उपयोग (Use of equal ratios)

काही समीकरणे सोडवणयासाठी इतर पद्धतींपके्षा समान गतुणोततरांवरील चक्रयांचा उपयोग करणे सोईचे असते. 

उदा (1) समीकरण सोडवा.  3 5 7
10 14

3 4 3
8 6

2 2x x
x

x x
x

+ +
+

=
+ +

+  

उकल ः    3 5 7
10 14

3 4 3
8 6

2 2x x
x

x x
x

+ +
+

=
+ +

+

   
6 10 14

10 14
6 8 6

8 6

2 2x x
x

x x
x

+ +( )
+

=
+ +( )

+
 (दोनही बाजूंस 2 ने गतुणून)

(दोनही बाजूंचे वग्व करून)

\

\

\

\

\

\

\

\
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 उदा (5) जर  
4

5

x

y
=   तर 

4
4

x    y

x    y

−
+  ची चकमत काढा.

उकल :  4    
5

4 16    
5

4 16 5    
4 16 5

4 21    
4 11
4 11    
4 21

x
y

x
y

x y
x y

x y
x y
x y
x y

=

=

+ +=
− −

+ =
−
− =
+

...(दोनही बाजूंना 4 ने गतुणून)

...(चवयोग-योग चक्रया करून)

उदा (6)    जर 5x = 4y  तर  
2 2

2 2

3

3

x y

x y

+
−  ची चकंमत काढा. 

उकल : x
y

x
y

x
y

x y
x y

x

  

  

  

 

=

=

=

+
−

=
+
−

+

4
5

16
25

3 48
25

3
3

48 25
48 25

3

2

2

2

2

2 2

2 2

2 yy
x y

2

2 23
73
23−

=  

...(दोनही बाजूंस 3 ने गतुणून)

...(योग-चवयोग चक्रया करून)

जाणून घेऊया.

   सरान गुणोततरांचया गुणधराांचा उपयोग (Use of equal ratios)

काही समीकरणे सोडवणयासाठी इतर पद्धतींपेक्षा समान गतुणोततरांवरील चक्रयांचा उपयोग करणे सोईचे असते. 

उदा (1) समीकरण सोडवा.  3 5 7
10 14

3 4 3
8 6

2 2x x
x

x x
x

+ +
+

=
+ +

+  

उकल ः    3 5 7
10 14

3 4 3
8 6

2 2x x
x

x x
x

+ +
+

=
+ +

+

   
6 10 14

10 14
6 8 6

8 6

2 2x x
x

x x
x

+ +( )
+

=
+ +( )

+
 (दोनही बाजूंस 2 ने गतुणून)

(दोनही बाजूंचे वग्व करून)

\    x =
46
5   ही समीकरणाची उकल आहे.

      6 10 14 10 14
10 14

6 8 6 8 6
8 6

2 2x x x
x

x x x
x

+ +( ) − +( )
+

=
+ +( ) − +( )

+
 (चवयोग चक्रया करून)

      
∴

+
=

+
6

10 14
6

8 6

2 2x
x

x
x

 हे समीकरण x = 0  या चकमतीसाठी सतय आहे.  \ x = 0  ही एक उकल आहे.  

 जर x  ¹ 0 तर x2 ¹ 0,   \  6x2 ने भागून,     1
10 14

1
8 6x x+

=
+

 

                 

   

   

  

      

8 6 10 14

6 14 10 8

8 2

4

x x

x x

x

x

+ = +

− = −

− =

= −       

  \ x = −4   चकंवा  x = 0  या चदलेलया समीकरणाचया उकली आहेत. 

उदा (2)  सोडवा   x x
x x

x x x x
x x x x

+ + −
+ − −

=

+ + − + + − −
+ + − − + − −

=
+

7 2
7 2

5
1

7 2 7 2
7 2 7 2

5( ) ( )
( ) ( )

11
5 1−

   

                  (योग-चवयोग चक्रया करून)

       

2 7
2 2

6
4

7
2

3
2

7
2

9
4

4 28 9 18

28 18 9 4

46 5

46

x
x

x
x

x
x

x x

x x

x

+
−

=

+
−

=

+
−

=

+ = −

+ = −

=

55
= x

       

   

\
\
\
\

\

\

\

\

\
\

\
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a
b = 3

4  

  3
4
a
b

= -----

  ab2 = -----

  2
2
a b
a b

−
+

= ----- 5 2
5 2

2 2

2 2

a b
a b

+
− = -----

  a b
b

2 2

2

+ = ---

   कृती  
जाड कागदाचे पाच ततुकडे घया. प्रतयेक कागदावर खालीलपैकी एक एक चवधान चलहा.

(i)  
a b
b

c d
d

+
=

+
   (ii)  a

c
 = b
d

      (iii) 
a
b  =

ac
bd      (iv) c

d
 = c a
d b

-
-

    (v) 
a
b  = 

rc
rd

a, b, c, d या धनसंखया आहेत आचण 
a
b  = 

c
d  ही माचहती चदली आहे. वरीलपैकी प्रतयेक चवधान सतय की असतय 

आहे हे काडा्वचया मागे चलहा. चवधान असतय असलयास तयाचे कारण चलहा. 

सरावसंच 4.3

(1) जर ab = 7
3

 तर पतुढील गतुणाेततरांचया चकंमती काढा. 

  (i) 
5 3
5 3
a b
a b

+
−      (ii) 

2 3
2 3

2 2

2 2

a b
a b

+
−       (iii) 

a b
b

3 3

3

-
     (iv)    

7 9
7 9
a b
a b

+
−      

(2) जर 15 4
15 4

47
7

2 2

2 2

a b
a b

+
−

=  तर पतुढील गतुणाेततरांचया चकंमती ठरवा.      

 (i) 
a
b   (ii) 

7 3
7 3
a b
a b

−
+   (iii) 

b a
b a

2 2

2 2

2
2

−
+   (iv)   b a

b a

3 3

3 3

2
2

−
+

      

(3) जर 
3 7
3 7

4
3

a b
a b

+
−

=  तर 
3 7
3 7

2 2

2 2

a b
a b

−
+  या गतुणाेततराची चकंमत काढा. 

(4) पतुढील समीकरणे सोडवा. 

 (i) x x
x

x x
x

2 212 20
3 5

8 12
2 3

+ −
−

=
+ +

+
  (ii) 

10 15 63
5 25 12

2 3
5

2

2

x x
x x

x
x

+ +
− +

=
+

−

 (iii) 
( ) ( )
( ) ( )
2 1 2 1
2 1 2 1

17
8

2 2

2 2

x x
x x

+ + −
+ − −

=    (iv*)        4 1 3
4 1 3

4
1

x x
x x

+ + +
+ − +

=   

 (v)  
( ) ( )4 1 2 3

4 12 9
61
36

2 2

2

x x
x x

+ + +
+ +

=         (vi)  
( ) ( )
( ) ( )
3 4 1
3 4 1

61
189

3 3

3 3

x x
x x

− − +
− + +

=      

कृती : खाली चदलेलया मधलया चौकटीतील a आचण b चया चकमती बदलून, महणजे a : b चे गतुणोततर 

बदलून वेगवेगळी उदाहरणे तयार करता येतील. तसे बदल करून चिक्षकांनी भरपूर सराव द्ावा. 
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शवचार करूया.

----(समान गतुणोततरांचया चसद्धांतावरून)

x y z x y z

x y z

x y z

3 5 4
5
5 3

3
3 5

4
4 4

5
15

3
15

4
16

5 3 4

= = =
×
×

=
− ×
− ×

=
×
×

∴ = =
−
−

=

=
− +

115 15 16
5 3 4

16

− +

=
− +x y z

जाणून घेऊया.

  सरान गुणोततरांचा शसद्धांत (Theorem on equal ratios)

जर b
a

d
c= तर a

b
a c
b d

c
d

=
+
+

=   या गतुणधमा्वला समान गतुणोततरांचा चसद्धांत महणतात. 

शसद ्धता ः b
a

d
c= = k   मानू.   \   a =  bk  आचण   c = dk

  \ 
a c
b d

bk dk
b d

k b d
b d

k+
+

=
+
+

=
+( )

+
=

  \ a
b

c
d

a c
b d

= =
+
+

  आपलयाला माहीत आहे की,    b
a

bl
al=

  \   जर  b
a

d
c= = k ,    तर  

al
bl

cm
dm

al cm
bl dm

k= =
+
+

=

  याच पद्धतीने चवचार करून जर 
a
b

c
d

e
f

= = = ........  (सांत पदे) आचण जर l, m, n या िूनयेतर संखया 

  असतील तर  प्रतयेक गतुणोततर =  al cm en
bl dm fn

+ + +
+ + +

...

...
 (सांत पदे)  हे समान गतुणोततरांचया चसद्धांताचे

  सामानय रूप चमळते.

 एका वयायामिाळेत चिितुगटात 35 मतुली व 42 मतुलगे, बालगटात 30 मतुली व 36 मतुलगे आचण तरुण गटात 
20 मतुली व 24 मतुलगे आहेत. तर प्रतयेक गटातील मतुलींची संखया आचण मतुलगयांची संखया यांचे गतुणोततर चकती 
आह े?
 सांचघक कवायतीसाठी चतनही गट मैदानावर एकत् केले. आता एकत् झालेलया समूहातील मतुलींची संखया व 
मतुलगयांची संखया यांचे गतुणोततर चकती आहे ?
 वरील प्रशनांचया उततरातून ततुमहांला समान गतुणोततरांचया चसद्धांताचा पडताळा आला का ?

उदा (1) खालील चवधानातील ररकामया जागा भरा. 

    (i) a b a b
3 7

4 9
= =

+
..........

 (ii) 
x y z x y z
3 5 4

5 3 4
= = =

− +
...............

उकल ः (i) a b a b a b a b
3 7

4 9
4 3 9 7

4 9
12 63

4 9
75

= =
+

× + ×
=

+
+

=
+

                  
(ii)
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 उदा (2)  जर 
a

x y z
b

y z x
c

z x y( ) ( ) ( )− +
=

− +
=

− +2 3 2 3 2 3  आचण x  + y + z ¹ 0 तर 

 प्रतयेक गतुणोततर =  
a b c
x y z
+ +
+ +2( )  हे दाखवा. 

उकल : 
a

x y z
b

y z x
c

z x y( ) ( ) ( )− +
=

− +
=

− +2 3 2 3 2 3 = k मानू. 

 \ समान गतुणोततरांचया चसद्धातंाने 

 

उदा (3) जर  
y

b c a
z

c a b
x

a b c+ −
=

+ −
=

+ − तर 
a
z x

b
x y

c
y z+

=
+

=
+  हे चसद्ध करा. 

उकल :  प्रथम चदलेलया समान गतुणोततरांमधये वयसत चक्रया करून 

    
b c a
y

c a b
z

a b c
x

+ −
=

+ −
=

+ −
 

 आता b c a
y

c a b
z

a b c
x

+ −
=

+ −
=

+ −  = k मानू. 

 \ समान गतुणोततरांचया चसद्धातंाने 

 k c a b a b c
z x

a
z x

=
+ − + + −

+

=
+

( ) ( )

               .....(I)2
 k a b c

x y
b

x y

=
+ − + + −

+

=
+

( ) (b c a)

.......( )2 II

      k
b c a c a b

y z
c

y z

=
+ − + + −

+

=
+

( ) ( )

2             .....(III)        

    \     2 2 2a
z x

b
x y

c
y z

a
z x

b
x y

c
y z

+
=

+
=

+

+
=

+
=

+         \  

उदा (4)  सोडवा :  14 6 8
10 4 7

7 3
5 2

2

2

x x
x x

x
x

− +
+ +

=
−
+

उकल : उदाहरणाचे चनरीक्षण केलयावर असे चदसते की उजवया बाजूचया गतुणोततरातील पूव्वपदाला व उततरपदाला  

2x ने गतुणले तर पचहलया गतुणोततरातील प्रतयेकी दोन पदे चमळतात. महणून दुसऱया गतुणोततरातील दोनही पदांना 

2x ने गतुणू.परंततु तयाआधी  x िूनय नाही हे चनशशचत करून घेऊ. 

k a b c
x y z y z x z x y
a b c
x y z
a b

= + +
− + + − + + − +

= + +
+ +

= +

( ) ( ) ( )2 3 2 3 2 3

2 2 2
  

  ++
+ +

∴
− +

=
− +

=
− +

= + +

c
x y z
a

x y z
b

y z x
c

z x y
a b c

2

2 3 2 3 2 3 2

( )

             
(( )x y z+ +
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 जर x = 0 असेल तर   
14 6 8
10 4 7

2

2

x x
x x

− +
+ +  =  

8
7   आचण   

7 3
5 2

3
2

x
x

−
+

=
−

 \ 
8
7

3
2

=
−

 हे चवसंगत चवधान चमळते.

 \  x ¹ 0

 \   दुसऱया गतुणोततराचया दोनही पदांना 2x ने गतुणून. 

  

        

    

14 6 8
10 4 7

2 7 3
2 5 2

14 6 8

2

2

2

x x
x x

x x
x x

k

x x

− +
+ +

=
−
+

=

− +

( )
( )

110 4 7
14 6
10 4

14 6 8 14 6
10 4 7

2

2

2

2 2

2

x k
x x
x x

k

x x x x
x x

+ +
=

−
+

=

− + − +
+ +

 

    
−− −

= =

=

−
+

=

− = +

10 4
8
7

8
7

7 3
5 2

8
7

49 21 40 16

49

2x x
k

k

x
x
x x

     

     

   

 xx x

x x

− = +

= =

40 16 21

9 37 37
9

  

सरावसंच 4.4

(1)   पतुढील चवधानांतील ररकामया जागा भरा. 

 (i)  
x y x y x y
7 3

3 5 7 9
= =

+
=

−
....... ......     (ii)  

a b c a b c
3 4 7

2 3
6 8 14

= = =
− +

=
− +......
......

(2)  5 m -n =3m +4n  तर पतुढील रािींचया चकमती काढा. ``

 (i)  
m n
m n

2 2

2 2

+
−    (ii)  

3 4
3 4
m n
m n

+
−

(3)  (i)  जर a(y+z)=b(z+x) = c(x+y) आचण a, b, c पैकी कोणतयाही दोन संखया समान नाहीत

  तर y z
a b c

z x
b c a

x y
c a b

−
−

=
−
−

=
−
−( ) ( ) ( )

 हे दाखवा. 

 (ii)  जर x
x y z

y
y z x

z
z x y3 3 3− −

=
− −

=
− −

 आचण x+y +z ¹ 0 तर प्रतयेक गतुणोततराची चकंमत 1

  आहे असे दाखवा. 

\

\

\

\

\
\

\ \
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 (iii) जर  ax by
x y

bx az
x z

ay bz
y z

+
+

=
+
+

=
+
+

आचण x+y +z ¹ 0 तर प्रतयेक गतुणोततर a b+
2

 आहे, 

  हे चसद्ध करा.    

 (iv) जर  y z
a

z x
b

x y
c

+
=

+
=

+  तर  x
b c a

y
c a b

z
a b c+ −

=
+ −

=
+ −

  हे दाखवा. 

 (v) जर 
3 5
5 3

5
5

x y
z y

x z
y x

y z
x z

−
+

=
+
−

=
−
−  तर प्रतयेक गतुणोततर 

x
y  एवढे आहे हे दाखवा. 

(4)  सोडवा. (i) 16 20 9
8 12 21

4 5
2 3

5 40 12
5 10 4

8
1 2

2

2

2

2

x x
x x

x
x

y y
y y

y
y

− +
+ +

=
−
+

+ −
+ −

=
+

+

जाणून घेऊया.

   परंपररत प्रराण (Continued Proportion)

 पतुढील गतुणोततरे चवचारात घया.  4:12 आचण 12:36 ही गतुणोततरे समान आहेत. या दोन प्रमाणांतील 
पचहलयाचे उततरपद आचण दुसऱयाचे पवू्व पद समान आहे. महणून 4, 12, 36 या संखया परंपररत प्रमाणात 
आहेत असे महणतात. 

 जेविा a
b

 = b
c

 तेविा a, b, c या संखया परंपररत प्रराणात अािेत असे मिणतात. 

 जर  ac = b2,  तर दोनही बाजूंना bc ने भागून a
b

 = b
c

 हे समीकरण चमळते.

 \   ac = b2  असेल, तर a, b, c  परंपररत प्रमाणात असतात.
 जेवहा a, b, c परंपररत प्रमाणात असतात तेवहा b ला  a आचण c यांचा ‘िूशरतीय रधय’ (Geometric  
 mean) चकंवा ‘रधयर प्रराण पद’ (Mean proportional) महणतात. 

 यावरून लक्षात घया, की खालील सव्व चवधाने समान अथा्वची आहेत. 

    \ (1) a
b

 = b
c

         (2) b2= a c         (3) a, b, c परंपररत प्रमाणात आहेत.

   (4) b हा a  व c यांचा भचूमतीमधय आहे.         (5)  b हे a  व c चे मधयम प्रमाणपद आहे.
परंपररत प्रमाणाची संकलपनासतुद्धा चवसताररत करता येते. 

 जर 
a
b   = bc  = 

c
d  = 

d
e = e

f
   तर  a, b, c, d, e आचण f  या संखया परंपररत प्रमाणात आहेत, असे

महणतात.

उदा (1) x ही संखया 25 व 4 यांचा भचूमतीमधय आहे तर x ची चकंमत काढा. 

उकल :  x हा 25  व  4  यांचा भचूमतीमधय आहे.
   \   x2 = 25 ´ 4
   \    x2 = 100
   \   x = 10

(ii)
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उदा (2)   जर 4 a2b, 8 ab2, p  परंपररत प्रमाणात असतील तर  p ची किंमत िाढा. 

उकल : किलेल्ा माकितीवरून 4 a2b,  8 ab2,  p  परंपररत प्रमाणात आिेत.

   ∴ =

×
=

4
8

8

8 8
4

16

2

2

2

2 2

2
3

a b
ab

ab
p

p ab ab
a b

b  =  

 

   

उदा (3)   7, 12 आकण 18 ्ा प्रत्ेि संख्ेतून िोणती संख्ा वजा िेली असता ्ेणाऱ्ा संख्ा परंपररत प्रमाणात असतील?

उकल :  7, 12 आकण 18 ्ा प्रत्ेि संख्ेतून x िी संख्ा वजा िेली असता ्ेणाऱ्ा  संख्ा परंपररत प्रमाणात 
्ेतील असे मानू. 

 (7-x), (12-x), (18 - x) परंपररत प्रमाणात आिेत.      पडताळा 

 \      (12-x)2  = (7-x) (18 - x) (7-x)  =  7-(-18)  =  25

 \ 144-24 x + x2  = 126 - 25x + x2 (12-x) =  12 - (-18)  =  30

 \    -24 x +25x  = 126 - 144  (18 - x) =  18 - (-18)  = 36

 \  x  = -18    302 = 900 आकण 25 ´ 36 = 900 

     25, 30, 36 ्ा संख्ा परंपररत प्रमाणात आिेत. 

 \ 7, 12, 18 मधून -18 वजा िेल्ास ्ेणाऱ्ा संख्ा परंपररत प्रमाणात असतील. 

   k - पद्धती (k -method)

 गुणोततरातील k - पद्धती िी समान गुणोततरांवरील मिणजेच प्रमाणावरील िािी प्रशन सोडवण्ाची एि 

सोपी रीत आिे. ्ा रीतीमध्े किलेल्ा समान गुणोततरांपैिी प्रत्ेिाची किंमत k मानतात. 

उदा (1)  जर a
b

= c
d

 तर िाखवा िी 
5 3
5 3

7 2
7 2

a c
b d

a c
b d

−
−

=
−
−

उकल :  a
b

=
c
d  = k  मानू \ a =bk, c = dk  

  a  आकण c च्ा किमती िोनिी बाजूंत ठेवून.  

  डावी बाजू = 5 3
5 3

5 3
5 3

5 3
5 3

a c
b d

bk dk
b d

k b d
b d

k−
−

=
−
−

=
−

−
=

( ) ( ) ( )
( )

  उजवी बाजू = 7 2
7 2

7 2
7 2

7 2
7 2

a c
b d

bk dk
b d

k b d
b d

k−
−

=
−
−

=
−

−
=

( ) ( ) ( )

         \  डावी बाजू = उजवी बाजू.  

    \ 5 3
5 3

7 2
7 2

a c
b d

a c
b d

−
−

=
−
−
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उदा (2) जर a, b, c परंपररत प्रमाणात असतील, तर चसद्ध करा 
( ) ( )a b
ab

b c
bc

+
=

+2 2

उकल : a, b, c हे परंपररत प्रमाणात अाहेत.   a
b

= b
c

 = k  मानू.

 \ b =ck, a = bk  = ck  ´  k  =  ck2  

 a  आचण b चया चकमती घालून

 डावी बाजू = 
( ) ( )

( )( )
( ) ( )a b

ab
ck ck
ck ck

c k k
c k

k
k

+
=

+
=

+
=

+2 2 2

2

2 2 2

2 3

21 1

 उजवी बाजू = ( ) ( )
( )

( ) ( )b c
bc

ck c
ck c

c k
c k

k
k

+
=

+
=

+
=

+2 2 2 2

2

21 1

 \ डावी बाजू = उजवी बाजू.    \ 
( ) ( )a b
ab

b c
bc

+
=

+2 2

उदा (3) जर a, b, c परंपररत प्रमाणात असतील, 

 तर चसद्ध करा a
c

a
b

ab b
bc c

= + +
+ +

2 2

2 2

उकल : a, b, c  परंपररत प्रमाणात आहेत. \ a
b

= b
c

समजा, a
b

= b
c

 = k   \b = ck  आचण a =ck2

डावी बाजू    =  ac
ck
c

k= =
2

2    

उजवी बाजू = a
b
k c k c ck ck
ck

ab b
bc c

ck c c
k c

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

4 2

+ +
+ +

=
+

+ +

=

+( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

++ +
+ +

=
+ +

+ +

=

k c c k
c k c k c
c k k k
c k k
k

3 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2

2

1
1

( )
( )

 \   डावी बाजू  = उजवी बाजू 

 \   a
c

a
b

ab b
bc c

= + +
+ +

2 2

2 2
 

उदा (4) पाच संखया परंपररत प्रमाणात असून पचहले पद 
5 व िेवटचे पद 80 आहे. तर तया संखया काढा. 

उकल : समजा, परंपररत प्रमाण असलेलया पाच संखया 

a, ak, ak2, ak3, ak4 आहेत. 

 येथे   a = 5 आचण ak4 = 80 

  \ 5 ´ k4 = 80  

        \ k4  =16 

         \ k  = 2    \ 24 = 16

ak = 5 ´ 2 = 10  ak2 = 5 ´ 4 = 20

ak3 = 5 ´ 8 = 40 ak4 = 5 ´ 16 = 80

 \ तया संखया 5, 10, 20, 40, 80 आहेत. 
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सरावसंच 4.5

(1)  12, 16 आचण 21 या प्रतयेक संखयेत कोणती संखया चमळवली असता येणाऱया संखया परंपररत प्रमाणात 

असतील?

(2)  (23-x) व (19-x) यांचे (28-x) हे x चे मधयम प्रमाणपद आह े, तर x ची चकंमत काढा. 

(3)  तीन संखया परंपररत प्रमाणात आहेत. तयांचे मधयम प्रमाणपद 12 असून उरलेलया दोन संखयांची बेरीज 26 आहे, 

तर तया संखया काढा. 
(4)  जर (a + b + c) (a - b + c) = a2 + b2 +  c2 तर a, b, c या संखया परंपररत प्रमाणात आहेत हे 

दाखवा. 

(5)  जर a
b

= bc आचण a, b, c > 0 तर चसद्ध करा की,

     (i)  (a + b + c) (b - c) = ab - c2   

     (ii)  (a2 + b2) (b2 + c2)= (ab + bc)2    

 (iii)  
a b
ab

a c
b

2 2+
=

+

(6) 
x y
x y

x
x
y
y

+
−

−,
2 2

2 2  यांतील मधयम प्रमाणपद काढा.

  कृती :  भूगोलाचया पतुसतकातील भारताचा राजकीय नकािा पाहा. तयात चदलेले अंतराचे प्रमाण लक्षात घया.  

  तयावरून वेगवेगळ्ा िहरांतील सरळ रेरेतील अंतरे काढा. 

 जसे, (i) नवी चदल्ी ते बंगळुरू (ii) मतुंबई ते कोलकता  (iii) जयपूर ते भतुवनेशवर

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 4

(1)  खालील प्रशनांसाठी बहुपया्वयी उततरांतील अचूक पया्वय चनवडा.

 (i)  जर 6 : 5 = y : 20 तर y ची चकंमत खालीलपैकी कोणती?

   (A) 15  (B) 24 (C) 18 (D) 22.5

 (ii)  1 चमचलमीटरचे 1 सेंचटमीटरिी असलेले गतुणोततर खालीलपैकी कोणते? 

   (A) 1 : 100 (B) 10 : 1 (C) 1 : 10 (D) 100 : 1

 (iii*) जतीन, चनतीन व मोहसीन यांची वये अनतुक्रमे 16, 24 व 36 वरवे आहेत, तर चनतीनचया वयाचे मोहसीनचया  

 वयािी असलेले गतुणोततर कोणते?

   (A) 3 : 2   (B) 2 : 3 (C) 4 : 3 (D) 3 : 4
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 (iv)  ितुभम व अचनल यांना 3 : 5 या प्रमाणात 24 केळी वाटली, तर ितुभमला चमळालेली केळी चकती? 
   (A) 8  (B) 15  (C) 12 (D) 9
 (v)  4 व 25 यांचे मधयम प्रमाणपद खालीलपैकी कोणते?
   (A) 6  (B) 8   (C) 10 (D) 12
(2)  खाली चदलेलया संखयांचया जोड्ांमधील पचहलया संखयेचे दुसऱया संखयेिी असलेले गतुणोततर संचक्षप् रूपात  

 चलहा. 
 (i) 21, 48  (ii) 36, 90  (iii) 65, 117     (iv) 138, 161  (v) 114, 133
(3)  पतुढील गतुणोततरे संचक्षप् रूपात चलहा. 
 (i)  वततु्वळाची चत्जया व वयास यांचे गतुणोततर. 
 (ii)  आयताची लांबी 4 सेमी व रुंदी 3 सेमी असलयास आयताचया कणा्वचे लांबीिी असलेले गतुणोततर. 
 (iii)  चौरसाची बाजू 4 सेमी असलयास चौरसाचया पररचमतीचे तयाचया क्षेत्फळािी असलेले गतुणोततर. 
(4)   पतुढील संखया परंपररत प्रमाणात आहेत का ते ठरवा. 
  (i)  2, 4, 8      (ii) 1, 2, 3      (iii) 9, 12, 16      (iv) 3, 5, 8
(5)  a, b, c या तीन संखया परंपररत प्रमाणात आहेत. जर a = 3 आचण c = 27 असेल तर b = चकती ? 
(6)  पतुढील गतुणोततरांचे ितमान रूपांतर करा. 
 (i) 37 : 500      (ii) 5

8
      (iii) 

22
30       (iv) 

5
16       (v) 

144
1200  

(7)   पचहलया रािीचे दुसऱया रािीिी असलेले गतुणोततर संचक्षप् रूपात चलहा.  
  (i) 1024 MB, 1.2 GB [(1024 MB = 1 GB)]
  (ii) 17 रुपये, 25 रुपये 60 पैसे  (iii) 5 डझन, 120 नग

  (iv)  4 चौमी, 800 चौसेमी  (v) 1.5 चकग्र,ॅ 2500 ग्रॅम

(8)  जर  a
b

=
2
3

तर पतुढील रािींचया चकमती काढा. 

  (i) 4 3
3
a b
b
+    (ii) 5 2

5 2

2 2

2 2

a b
a b

+
−

  

 (iii) a b
b

3 3

3

+    (iv) 
7 4
7 4
b a
b a

−
+

(9) a, b, c, d प्रमाणात असतील, तर चसद ्ध करा.

 (i) 11 9
11 9

3
3

2

2

2

2

a ac
b bd

a ac
b bd

+
+

=
+
+

  

 (ii*)  b d
a c
5
5

2 2

2 2

+
+   =  b

a     

 (iii) 
a ab b
a ab b

c cd d
c cd d

2 2

2 2

2 2

2 2

+ +
− +

=
+ +
− +
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(10)  a, b, c  परंपररत प्रमाणात असतील, तर चसद् ध करा.

 (i) a
a b

a b
a c+

=
−
−2

2
4

 (ii)  b
b c

a b
a c+

=
−
−

(11) सोडवा ः  12 18 42
18 12 58

2 3
3 2

2

2

x x
x x

x
x

+ +
+ +

=
+
+

(12) जर  2 3
3

3
2 3

x y
z y

z y
z x

x z
y x

−
+

=
−
−

=
+
−

 तर प्रतयेक गतुणोततर y
x  आहे, हे चसद्ध करा.

(13*) जर  by cz
b c

cz ax
c a

ax by
a b

+
+

=
+
+

=
+
+2 2 2 2 2 2  तर  a

x
b
y

c
z= =    हे चसद्ध करा.

  ���
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5 दोन चलांतील रेषीय सरीकरणे

 

जरा आठवूया.

उदा. खालील समीकरणे सोडवा. 

   (1)    m+3=5             (2)  3y+8 =22                 (3)  x
3

=2                  ( 4) 2p= p +
4
9

     m =      y =        x =        p =           

(5) कोणतया  संखयेत 5 चमळवलयास                  (6)  8 मधून चकती वजा केलयास 2 उरतील ?
 14 ही  संखया चमळेल ?         8 -  = 2
  + 5 = 14           8 - y = 2
 x + 5 = 14                  y = 
 x =      

वरील प्रतयके समीकरणात चलाचा घातांक 1 आहे. या समीकरणांना एका चलातील ररेीय समीकरणे महणतात.

जाणून घेऊया.

  दोन चलांतील रेषीय सरीकरणे (Linear equations in two variables)

  जया दोन संखयांची बेरीज 14 आहे, अिा संखया िोधा. 

 संखयांसाठी x  व  y ही चले वापरून हे उदाहरण समीकरण रूपात  x + y = 14 असे होईल. 

 हे दोन चलांतील समीकरण आहे. येथे x आचण  y या दोनही चलांचया अनेक चकमती िोधता येतात. 
जसे,  9 + 5 = 14 7 + 7 = 14 8 + 6 =14 4 + 10 = 14      

      (-1) + 15= 14 15 + (-1) = 14  2.6 + 11.4 =14  0 + 14  = 14 

 100 + (-86) = 14     (-100) + (114) = 14     +  = 14      +  = 14

 महणजे वरील समीकरणांचया (x = 9, y = 5) (x = 7, y = 7) (x = 8, y = 6) इतयादी अनेक उकली 
चमळतात. 

 • दोन चलांतील रेषीय सरीकरणे       • एकसारशयक सरीकरणे सोडशवणे 
 • एकसाराशयक सरीकरणे             • एकसाराशयक सरीकरणांवरील िाब्दक उदािरणे 

चला, शिकूया.
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x = 9, y = 5 ही उकल (9, 5) अिा क्रमाने कंसात चलचहणयाचा संकेत आहे. या जोडीतील पचहली संखया x ची 

चकंमत व दुसरी संखया y ची चकंमत असते. x + y = 14 हे समीकरण सतय  ठरवणाऱया (9,5), (7,7), (8,6), 

(4,10), (10,4), (-1,15), (2.6, 11.4), … अिा अनंत क्रचमत जोड्ा महणजे अनंत उकली आहेत. 

आता दुसरे उदाहरण पाहा.

 अिा दोन संखया िोधा की जयांची वजाबाकी 2 आहे. 

 मोठी संखया x व लहान संखया y मानलयास  x-y  = 2  हे समीकरण चमळेल. 

 x आचण y चकंमतींसाठी पतुढीलप्रमाणे अनेक समीकरणे चमळतील.

 10 - 8 = 2     9 - 7 = 2 8 - 6 = 2 (-3) - (-5) = 2  5.3-3.3=2

 15 - 13 = 2    100 - 98 =  2      -   =  2     -   =  2

 येथे x = 10 आचण y = 8 या चकंमती घेतलया तर (10,8) ही क्रचमत जोडी  या समीकरणाचे समाधान करते 

महणजे  ही जोडी या समीकरणाची उकल आहे. (10, 8)  ही जोडी (8, 10) अिी चलहून चालणार नाही. कारण 

(8, 10) याचा अथ्व x = 8, y = 10 असा आहे. या चकमतींनी x-y  = 2  या समीकरणाचे समाधान होत नाही. 

यावरून जोडीतील संखयांचा क्रम महत्वाचा असतो, हे नीट लक्षात घया.   

 आता  x-y  = 2  या समीकरणाचया उकली क्रचमत जोड्ांचया रूपात चलहू. 

 (7, 5), (-2, -4), (0, -2), (5.2, 3.2), (8, 6) इतयादी अनंत उकली आहेत. 
 4m - 3n = 2 या समीकरणाचया उकली काढा. 
 ततुमहीही अिी तीन वेगवेगळी समीकरणे तयार करा व तयांचया उकली िोधा. 
 आता पचहली दोन समीकरणे पाहा. 
   x + y  = 14   ........ I
  x - y  = 2 ........ II

 समीकरण I चया उकली (9, 5), (7, 7), (8, 6)...

 समीकरण II चया उकली (7, 5), (-2, -4), (0, -2), (5.2, 3.2), (8, 6)...

(8, 6) ही जोडी उकलींचया दोनही समूहांत सामाईक आहे. ही जोडी दोनही समीकरणांचे समाधान करते. महणून ती 

दोनही समीकरणांची सामाईक उकल आहे. 

िे लक्ात ठेवूया.

जेवहा दोन चलांतील दोन रेरीय समीकरणांचा एकाच वेळी चवचार करून तयांची सामाईक उकल चमळते तेवहा तया 

समीकरणांना एकसारशयक सरीकरणे (Simultaneous equations) महणतात.

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



82

शवचार करूया.

 x+y  = 5 आचण 2x + 2y  = 10 ही दोन चलांतील दोन समीकरणे आहेत. 

 x+y  = 5 या समीकरणाचया वेगवेगळ्ा पाच उकली िोधा. तयाच उकलींनी 2x + 2y = 10 या समीकरणाचेही 

समाधान होते का हे तपासा. 

या दोनही समीकरणांचे चनरीक्षण करा. 

दोन चलांतील दोन समीकरणांचया सव्व उकली समान असणे यासाठी आवशयक असणारी अट चमळते का ते पाहा. 

जाणून घेऊया.

  चलाचा लोप करून एकसाराशयक सरीकरण सोडवणयाची पद् धत (Elimination method)

 x + y = 14 आचण x - y = 2 हे एकसामाचयक समीकरण चलांना चकंमती देऊन आपण सोडवले. परंततु 
प्रतयेक वेळी ही रीत सोईची होईल असे नाही. उदाहरणाथ्व, 2x + 3y = -4 आचण x - 5y = 11 हे समीकरण  
x व y यांना वेगवेगळ्ा चकमती देऊन सोडवणयाचा प्रयतन करून पाहा. या रीतीने उकल चमळवणे सोपे नाही हे ततुमचया 
लक्षात येईल.
 महणून एकसामाचयक समीकरण सोडवणयासाठी वेगळी पद् धत वापरली जाते. या पद ्धतीत दोनपैकी एका 
चलाचा लोप करून एका चलातील ररेीय समीकरण चमळवतात. तयावरून तया चलाची चकंमत काढतात. ही चकंमत 
चदलेलयापैकी कोणतयाही समीकरणात मांडली की दुसऱया चलाची चकंमत चमळते.

 ही पद ्धत समजणयासाठी पतुढील उदाहरणे अभयासा.

29 13 

 कृती : खाली चदलेलया चशमयांचया काचांवर अिा संखया चलहा की, 

(i) जयांची बेरीज 42 आचण वजाबाकी 16 आहे.    (ii) जयांची बेरीज 37 अाचण वजाबाकी 11 आहे.

(iii) जयांची बेरीज 54 आचण वजाबाकी 20 आहे.    (iv) जयांची बेरीज.. आहे आचण वजाबाकी.. आहे.
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उदा (1)   सोडवा ः  x + y = 14 आचण x - y = 2 . 

उकल ः दोनही समीकरणांची बेरीज करून एका चलातील समीकरण चमळवू.

    x + y  =  14  .........I

             + x - y  =  2  .........II                     

   2x + 0  =  16  x =8  ही चकंमत समीकरण (I) मधये ठेवू.

   2x = 16

   x = 8

              

 येथे (8, 6) ही पचहलया समीकरणाची उकल आहे.  हीच उकल दुसऱया  समीकरणाचीही आहे याचा पडताळा घेऊ. 

 x-y =8-6  =2  हे सतय आहे. 

    (8,6) ही  चदलेलया दोनही समीकरणांची सामाईक उकल आहे. 

 महणजेच x + y = 14 आचण x - y = 2 या एकसामचयक समीकरणांची (8, 6)  ही उकल आहे.

उदा (2)   आई व मतुलगा यांचया वयांची  बेरीज 45 आहे. आईचया वयाचया दुपटीतून मतुलाचे  वय वजा केले तर   

  वजाबाकी 54 येते, तर तया दोघांची वये काढा.

  चदलेली माचहती चलाचा उपयोग करून चलचहली की, उदाहरण सोडवणे सोपे जाते. 

उकल ः  आईचे आजचे वय x वरवे व मतुलाचे आजचे वय y वरवे मानू.

पचहलया अटीनतुसार   x+y =45   .........I

दुसऱया अटीनतुसार  2x-y = 54  .........II

समीकरण (I) व (II) यांची बेरीज करून           3x+0 = 99                                
       3x = 99     
        x = 33  
 x = 33 ही चकंमत पचहलया समीकरणात घालू 
  33+y = 45
        y = 45-33
       y = 12

 x=33  व y = 12 ही उकल दुसऱया  समीकरणाचे  समाधान करते. याचा पडताळा घया.

 आईचेे आजचे वय 33 वरवे व मतुलाचे वय 12 वरवे आहे. 

 x + y = 14
\ 8 + y =14
\  y =6
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   दोन चलांतील रेषीय सरीकरणांचे सारानयरूप  

ax + by + c= 0 या समीकरणात  a,b,c या वासतव संखया असतील  आचण a व b  एकाच वेळी 0 नसतील 
तर हे समीकरण  दोन चलांतील ररेीय समीकरणाचे सामानय रूप असते.

या सरीकरणात दोनिी चलांचा  घातांक 1 आिे. िे सरीकरण रेषीय आिे. 

उदा (1) खालील एकसामचयक समीकरणे सोडवा
   3x + y = 5........... (I)
   2x + 3y = 1........(II)
येथे एका चलाचा लोप करणयासाठी दोनही 
समीकरणांतील एकाही चलाचा सहगतुणक समान चकंवा 
चवरुद्ध संखया नाही. तो समान करून घेऊ.

समीकरण I चया दोनही बाजूंना 3 ने गतुणू. 

\  3x ´ 3 + 3 ´ y =  5 ´ 3

 \  9x + 3y  =  15 .......(III)

  2x + 3y  =  1 .......(II)

आता समीकरण II  हे समीकरण III मधून वजा करू

     9x  + 3y  =  15

      + 2x + 3y  =  1
  -     -        -
               7x   =  14
                 x   =  2
 x  = 2 ही चकंमत कोणतयाही समीकरणात ठेवू.  
  2x  + 3 y  =  1          
  \  2 ´ 2 + 3y  =  1 
 \ 4 + 3y  =  1  
 \  3y  = -3

 \  y  =  -1 

येथे (2, -1) ही उकल दुसऱया समीकरणासाठीही  
सतय आहे, हे पडताळा. 

 

शवचार करूया.

3x  - 4y  - 15 = 0 आचण y + x  + 2 = 0 हीच समीकरणे x  या 
चलाचा लोप करून सोडवता  येतील का? तयाची उकल तीच येईल का?

उदा  (2)  खालील एकसामचयक समीकरणे सोडवा.

 3x – 4y – 15 = 0  ........... (I)

 y +x + 2 = 0 ........(II)

 दोनही समीकरणे शसथरांक उजवीकडे घेऊन चलहू.

 3x – 4 y = 15........(I)

 x+ y = -2 ............. (II)

 y चलाचा लोप करणयासाठी समीकरण II ला 4 ने गतुणू 

व समीकरण I मधये ते चमळवू.

  3x – 4 y  =  15

 +  4x + 4y  =  -8

  7x   =  7

       x  =  1

 x = 1 ही चकंमत समीकरण II मधये ठेवू.

    x+y  =  -2

  \1 + y  =  -2

  \ y  =  -2 -1

  \ y  =  -3

(1, -3) ही उकल आहे. ही उकल समीकरण I साठी 
सतुद्धा सतय आहे, हे पडताळा. 
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जाणून घेऊया.
  

  एका चलाची शकंरत दुसऱया चलाचया रूपात ठेवून चलाचा लोप करणे  (Substitution method) 

चलाचा लोप करणयाची आणखी एक पद् धत आहे. समीकरणातील एका चलाची चकंमत दुसऱया चलाचया रूपात काढून 

ती दुसऱया समीकरणात ठेवून पचहलया चलाचा लोप करता येतो. ही पद् धत पतुढील उदाहरणांतून समजावून घेऊ. 

उदा (1) सोडवा ः   8x + 3y = 11  ;  3x – y = 2

उकल ः 8x + 3y = 11.................. (I)

   3x – y = 2.......................(II)

 समीकरण  (II)  मधये y ची चकंमत x चलात  

 मांडणे सोपे होईल.

 3x – y = 2

 3x – 2 = y

आता y = 3x -2 ही चकंमत समीकरण (I) मधये ठेवू.

 8x + 3y = 11

 \ 8x + 3(3x-2) = 11

 \ 8x + 9x -6 = 11

 \ 17x – 6 = 11

 \ 17x = 11 + 6 = 17

     \ x = 1

x ची ही चकंमत  y = 3x – 2 यात ठेवू.

 \ y = 3 ´ 1 – 2

 \ y = 1

 \ (1, 1) ही या समीकरणांची उकल आहे.

उदा (2) सोडवा. 3x – 4 y= 16 ; 2x – 3y = 10
उकल ः 3x-4y=16..........(I)    
    2x – 3y = 10.............(II)
समी. I वरून x या चलाची चकंमत y चयारूपात मांडू.
 3x – 4 y = 16
 3x = 16 + 4y

 x =
16 4

3
+ y

 x ची ही चकंमत समीकरण (II) मधये ठेवू. 

 2 3 10

2 16 4
3

3 10

32 8
3

3 10

32 8 9
3

10

x y
y y

y y

y y

− =

+





 − =

+
− =

+ −
=

 

       

 32 + 8y – 9y =30

 32 – y  = 30      \ y = 2

आता y = 2 ही चकंमत समीकरण (I) मधये ठेवून 

    3x -4y =16

   \ 3x -4´2 = 16    
    \      3x -8 = 16    
   \         3x  = 16 + 8

    \        3x  = 24    

  \     x  = 8    
 \  x  = 8 व y = 2    
\  (8, 2) ही या समीकरणांची उकल आहे. 
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(1) x आचण y या चलांचा उपयोग करून दोन चलांतील 5 रेरीय समीकरणे चलहा.
(2) x + y = 7 या समीकरणाचया 5 उकली चलहा.
(3) खालील एकसामचयक समीकरणे सोडवा.
 (i) x + y = 4 ; 2x – 5y = 1 (ii) 2x + y = 5; 3x-y = 5
 (iii) 3x-5y=16; x-3y=8 (iv) 2y-x=0; 10x + 15y = 105
 (v) 2x + 3y+4 = 0; x- 5y = 11 (vi)  2x - 7y = 7; 3x + y = 22 

 
  एकसारशयक सरीकरणांवरील िाब्दक उदािरणे 

 िाशबदक उदाहरणे सोडवताना चदलेलया माचहतीवरून समीकरण तयार करणे हा एक अतयंत महत्वाचा टपपा 
आहे. समीकरणाची उकल काढणयाची प्रणाली पतुढील पायऱयांमधून दाखचवली आहे.
                पायऱया                            उदािरण

सरावसंच 5.1

िाशबदक उदाहरण काळजीपवू्वक  
वाचून समजून घया.

उदाहरणातील माचहतीवरून  
रािींसाठी चले वापरा. 

         पचहली संखया = x मानू.
         दुसरी संखया = y मानू. 

चले वापरून चवधाने  
गचणती भारेत चलहा.

योगय पद्धतींचा उपयोग  
करून समीकरणे सोडवा.

उकल चमळवा.

आलेले उततर समीकरणात ठेवून 
पडताळा घया.

दोन संखयांची बेरीज 36 आहे  एका संखयेचया आठ 
पटींतून 9 वजा केले असता दुसरी संखया चमळते.

संखयांची बेरीज 36   \x + y = 36
लहान संखयेची 8 पट = 8x
लहान संखयेची 8 पट – 9 = 8x – 9
\ मोठी संखया = y = 8x - 9

       x + y = 36        \    5 + y = 36
   \8x – y = 9         \    y = 36 -5
   \  9x = 45          \    y = 31
   \    x= 5    

x = 5,  y = 31

31 + 5 = 36 ..........(I)
31 = 8 ´ 5 – 9 ..............(II)

\ तया संखया 5 व 31 आहेत. उततर चलहा.

जाणून घेऊया.
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  िाब्दक उदािरणे 

 आता आपण चवचवध प्रकारचया िाशबदक उदाहरणांचा चवचार करू.
 (1)  वयांिी चनगचडत उदाहरणे
 (2)  संखयांिी चनगचडत उदाहरणे
 (3)  अपूणाांकांवर आधाररत उदाहरणे
 (4)  आचथ्वक वयवहारांवर आधाररत उदाहरणे
 (5)  भौचमचतक आकृतयांचया गतुणधमाांवर आधाररत उदाहरणे 
 (6)  वेग, अंतर, वेळ यांवर आधाररत उदाहरणे
उदा (1) दोन संखयांची बेरीज 103 आहे. जर मोठ्ा संखयेला लहान संखयेने भागले तर भागाकार 2 येतो व बाकी  
 19 उरते, तर तया संखया िोधा.
उकल : पायरी 1   :  िाशबदक  उदाहरण समजावून घेणे.
 पायरी 2  :  िोधणयाचया संखयांसाठी अक्षरे मानणे. 
    तसेच भाजय = भाजक ´ भागाकार + बाकी हा चनयम लक्षात घेणे.
     मोठी संखया x मानू व लहान संखया y मानू.
 पायरी 3 :  चदलेली माचहती : संखयाचंी बेरीज = 103
     महणून  x + y = 103 हे एक समीकरण चमळाले.
    मोठ्ा संखयेला लहान संखयेने भागलयास भागाकार 2 येतो, बाकी 19 उरते महणून
     x = 2 ´  y  + 19    ...(भाजय = भाजक ´ भागाकार + बाकी)
    महणजेच x – 2y  = 19 हे दुसरे समीकरण चमळते.
 पायरी 4 :  आता तयार समीकरणांची उकल काढू.
     x + y  =  103 ................(I) 
     x – 2y  =  19 ................(II)

  समीकरण (I) मधून समीकरण (II) वजा करू.
    x + y  =  103
    x – 2y  =  19
  –      +          -
     0 + 3y  =  84
   \   y  =  28
 पायरी 5 :    x + y = 103 या समीकरणात y ची चकंमत ठेवू.
   \   x + 28  =  103
   \   x  =  103 – 28 
   \   x  =  75

 पायरी 6  :    चदलेलया संखया 75 व 28 आहेत.
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उदा (2) सलीलचे वय संग्रामचया वयाचया चनममयापेक्षा 23 वराांनी जासत आहे. पाच वराांपूवगी तयांचया वयांची बेरीज 

55 वरवे होती, तर तयांची आजची वये काढा.

उकल : सलीलचे आजचे वय x मानू व संग्रामचे आजचे वय y मानू.

 सलीलचे वय संग्रामचया वयाचया चनममयापेक्षा 23 ने जासत आहे, महणून  x y
=

2
 + 

 पाच वराांपूवगीचे सलीलचे वय = x – 5.   पाच वराांपूवगीचे संग्रामचे वय = y - 5
 पाच वराांपूवगीची तयांचया वयांची बेरीज = 55
  +  = 55
    समीकरणे सोडवून उकल काढणे.
  2x = y + 46  2x – y = 46 .............(I)
  (x - 5) + (y-5) = 55
  x + y = 65    ............(II)

  समीकरण (I) व समीकरण (II) यांची बेरीज करू.    x = 37 ही चकंमत समीकरण (II) मधये ठेवू. 

   2x – y  = 46   x+y  =  65   

            + x + y  = 65 \  37 + y  =  65   

   \  3x  = 111 \  y  =  65 -37  

   \  x  = 37 \  y  =  28   

  सलीलचे आजचे वय 37 वरवे आहे व संग्रामचे आजचे वय 28 वरवे आहे.

उदा (3)  एक दोन अंकी संखया चतचया अंकांचया बेरजेचया चौपट आहे. चतचया अंकांची अदलाबदल केलयास   

 चमळणारी संखया ही मूळचया संखयेचया दुपटीपेक्षा 9 ने कमी आहे, तर ती संखया िोधा.

उकल : मूळचया संखयेतील एककसथानचा अंक x आचण दिकसथानचा अंक y मानू. 

दिकसथानचा 
अंक

एककसथानचा 
अंक

संखया अंकाची 
बेरीज

मूळचया संखयेसाठी y x 10y + x y + x
अंकांची अदलाबदल  

केलयावर चमळणाऱया संखयेसाठी
x y 10x + y x + y

 पचहलया अटीनतुसार  10y + x = 4 (y+x)

          \10y + x = 4y + 4x 

              \ x – 4x + 10y – 4y = 0

          \ -3x + 6y = 0 \ -3x = -6y   \x = 2y    .....(I)
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 दुसऱया अटीनतुसार 10x + y   =  2(10y+x)-9
   10x+y  =  20y + 2x-9
   10x-2x+y-20y =  -9
   8x – 19y  =  -9 .............(II)
   x  =  2y ..............(I) 
 x = 2y ही चकंमत समीकरण (II) मधये ठेवून. 
   16y – 19y   =  -9 ...............(I)
           \  – 3y  = -9
   \      y  = 3
 y = 3 ही चकंमत समीकरण (I) मधये ठेवू.   x – 2 y  =  0
   x -2 x 3  =  0 \  x – 6 = 0 \ x = 6
 मूळची दोन अंकी संखया :  10y + x  = 10 ´ 3 + 6
    =  36

उदा (4) एका गावाची लोकसंखया 50,000 होती. एका वरा्वत पतुरुरांची संखया 5% ने वाढली व शसत्यांची संखया 

3% ने वाढली. तयामतुळे या वरगी लोकसंखया 52,020 झाली. तर गेलया वरगी तया गावात पतुरुर चकती होते 
व शसत्या चकती होतया? 

उकल : आधीचया वरगी गावातील पतुरुरांची संखया x व शसत्यांची संखया y होती असे मानू. 

 पचहलया अटीनतुसार  +  = 50000 .......(I)

 पतुरुरांची संखया 5% ने वाढली. पतुरुरांची संखया  x झाली. 

 शसत्यांची संखया 3% ने वाढली. शसत्यांची संखया  y झाली. 

 दुसऱया अटीनतुसार   x +  y  = 52020

     x +  y  =  5202000  .......(II)

 समीकरण (I) ला 103 ने गतुणू. 

     x +  y  =  5150000  .......(III)

 समीकरण (II) मधून समीकरण (III) वजा करू. 

   2x  = 5202000 - 5150000

   2x  = 52000

 \  पतुरुरांची संखया = x =  \ शसत्यांची संखया = y = 
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सराव संच 5.2

   कृती I : पतुढे चदलेलया आकृतीत बाणाजवळ काही सूचना चलचहलया अाहेत. तयावरून चमळणारे समीकरण 
बाणांपतुढील चौकटींत चलहा. चौकटींतील कोणतीही दोन समीकरणे घेऊन तया समीकरणांची उकल काढा. उकलींचा 
पडताळा घया.

 यांपैकी कोणतयाही दोन समीकरणांची एक जोडी, अिा चकती जोड्ा चमळतील़? तयांचया उकलींवर चचा्व 

करा.

(1)   एका  पाचकटात  काही 5  रुपयांचया व काही 10  रुपयांचया नोटा आहेत. नोटांची एकूण चकंमत 350 रु. आहे. 

5 रुपयांचया नोटांची संखया 10 रुपयांचया  नोटांचया संखयेचया दुपटीपेक्षा 10 ने कमी आहे, तर पाचकटात 5 
रुपयांचया व 10 रुपयांचया चकती नोटा आहेत?

(2)  एका अपणूाांकाचा छेद अंिाचया दुपटीपके्षा 1 ने जासत आहे.  अिं व छेद यांत प्रतयेकी 1 चमळवलयास अंिाचे 
छेदािी असलेले गतुणोततर 1 : 2 होते, तर तो अपूणाांक काढा. 

(3)  चप्रयांका व दीचपका यांचया वयांची बेरीज 34 वरवे आहे. चप्रयांका दीचपकापके्षा 6 वराांनी  मोठी आहे, तर तयांची 
वये काढा.

(4)  एका प्राचणसंग्रहालयात चसंह आचण मोर यांची एकूण संखया 50 आहे. तयांचया पायांची एकूण संखया 140 
आहे, तर प्राचणसंग्रहालयातील  चसंहांची व मोरांची संखया काढा.

(5)  संजयला नोकरीमधये काही माचसक पगार चमळतो. दरवरगी तयाचया पगारामधये चनशशचत रकमेची वाढ होते. जर 
चार वराांनी तयाचा माचसक पगार 4,500 रुपये झाला व 10 वराांनी माचसक पगार  5,400 रुपये झाला, तर 
तयाचा सतुरुवातीचा पगार व वाचर्वक वाढीची रक्कम काढा.

(6)  3 खतुचया्व व 2 टेबलांची चकंमत  4500 रुपये आहे. 5 खतुचया्व व 3 टेबलांची चकंमत  7000 रुपये आहे,   
तर 2  खतुचया्व व 2 टेबलांची चकंमत काढा.

माझी लांबी व रुंदी 
यांची बेरीज 36 आहे.

माझया लांबीचया 
दुपटीतून रुंदी वजा 
केलयास 27 चमळतात. 

माझया लांबी व रुदंीतील 
फरक  6 आहे.

माझी रुंदी लांबीचया
 5
7

पट आहे. 

मी आयत आहे. 
माझी लांबी x आहे 
व रुदंी y आहे. 
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(7)  एका दोन अंकी संखयेतील अंकांची बेरीज 9 आहे. जर अंकांची अदलाबदल केली तर चमळणारी संखया ही 
आधीचया संखयेपेक्षा 27 ने मोठी आहे, तर ती दोन अंकी संखया काढा.

(8*)  D ABC मधये कोन A चे माप  हे Ð B  व Ð C या  कोनांचया मापांचया  बेरजेएवढे आहे. तसेच Ð B व 
Ð C यांचया मापांचे गतुणोततर 4:5 आहे. तर तया चत्कोणाचया कोनांची मापे काढा.

(9*) एका 560 सेमी लांबीचया दोरीचे दोन ततुकडे असे करायचे आहेत, की लहान ततुकड्ाचया लांबीची दुपपट ही 

मोठ्ा ततुकड्ाचया लांबीचया 
1
3  पट आहे, तर मोठ्ा ततुकड्ाची लांबी काढा. 

(10) एका सपधा्व परीक्षेत 60 प्रशन होते. प्रतयेक प्रशनांचया बरोबर उततराकररता 2 गतुण आचण चतुकीचया उततराकररता  

ॠण एक गतुण देणयात येणार होता. यिवंतने सव्व 60 प्रशन सोडवले तेवहा तयाला 90 गतुण चमळाले, तर तयाची 

चकती प्रशनांची उततरे चतुकली होती ? 

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 5
(1) खालीलपैकी योगय पया्वय चनवडा. 
 (i)  3x + 5y = 9 आचण 5x + 3y = 7   तर   x + y ची चकंमत खालीलपैकी कोणती आहे ? 
  (A) 2  (B) 16  (C) 9  (D) 7
 (ii)  आयताचया लांबीतून व रुदंीतून 5 वजा केले तर तयाची पररचमती 26 येते. या माचहतीचे गचणती भारेतील 

रूपांतर खालीलपैकी कोणते? 
  (A) x - y = 8      (B) x + y = 8      (C) x + y = 23      (D) 2x + y = 21
 (iii)  अजय हा चवजयपके्षा 5 वराांनी लहान आहे. तया दोघांचया वयाची बेरीज 25 आहे, तर अजयचे वय 

चकती? 

   (A) 20  (B) 15  (C) 10  (D) 5
(2)  खालील एकसामचयक समीकरणे  सोडवा.

 (i) 2x + y = 5 ;   3x - y = 5    (ii)  x - 2y = -1 ;   2x - y = 7

 (iii)  x + y = 11 ;   2x - 3y = 7   (iv) 2x + y = -2 ;   3x - y = 7

 (v)  2x - y = 5 ;  3x + 2y = 11   (vi) x - 2y = -2 ;   x + 2y = 10

(3) चलाचे सहगतुणक  समान करून खालील समीकरणे  सोडवा.

 (i) 3x-4y=7;  5x+2y=3  (ii)  5x + 7y=17 ;  3x-2y=4

 (iii) x-2y= -10;  3x-5y= -12 (iv) 4x + y=34 ;   x+4y= 16

(4)  खालील एकसामचयक समीकरणे सोडवा.

 (i)    
x y x y
3 4

4
2 4

1+ = − =   ;   (ii) 
x y x y
3

5 13 2
2

19+ = + =   ;

 (iii)   
2 3 13
x y

+ = ;  
5 4 2
x y

− = −
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अंि x
छेद y

अपूणाांकाचया अिंाला 3 ने गतुणले व 
छेदातून 3 वजा केले तर चमळणारा 

अपणूाांक 18
11

आहे. 

अपूणाांकाचा अिं 8 ने वाढवला  
आचण छेद दुपपट केला तर चमळणारा 

अपूणाांक 
1
2 आहे. 

समीकरण I समीकरण II

11x - 6y + 18 = 0 x - y + 8 = 0

\ चदलेला अपूणाांक = 

  आलेलया उततराचा पडताळा घया.

���

(5*)  एक दोन अंकी संखया, तया संखयेतील अंकांचया बेरजेचया चौपटीपके्षा 3 ने मोठी आहे. जर तया संखयेमधये  18 
चमळवले तर येणारी बेरीज ही मूळ संखयेतील अंकांची अदलाबदल करून येणारी संखया चमळते, तर ती  संखया 
काढा.

(6)  6  पतुसतके व 7 पेन यांची एकूण चकंमत 79 रुपये  आहे आचण  7  पतुसतके व 5 पेन यांची एकूण चकंमत 77 रुपये 
आहे, तर एक पतुसतक व दोन पेन यांची चकंमत काढा.

(7*)  दोन वयक्तींचया उतपन्नांचे गतुणोततर 9:7 आहे व तयांचया खचाांचे गतुणोततर 4:3 आहे. प्रतयेकाची बचत  200 
रुपये असेल तर प्रतयेकाचे उतपन्न काढा.

(8*)  एका आयताची लांबी 5 एककाने  कमी केली व रुंदी 3 एककाने वाढवली तर तयाचे क्षेत्फळ 9 चौरस एककाने 
कमी होते. जर लांबी 3 एककाने  कमी केली व रुंदी 2 एककाने वाढवली तर तयाचे क्षेत्फळ 67 चौरस एककाने 
वाढते, तर आयताची लांबी व रुंदी काढा.

(9*)  एका रसतयावरील A व  B या  दोन चठकाणांमधील अंतर 70 चकमी  आहे. एक कार A चठकाणाहून व दुसरी 
कार B या चठकाणाहून चनघते. जर तया एकाच चदिेने चनघालया  तर एकमेकींना  7 तासात भेटतात व चवरुद्ध 
चदिेने चनघालयास 1 तासात भेटतात, तर तयांचे वेग काढा.

(10*) एक दोन अंकी संखया व  तया संखयेतील अंकांची अदलाबदल करून येणारी संखया यांची बेरीज 99 आहे,  
 तर ती संखया काढा.

  कृती  : अपूणाांक िोधा.
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6 अ्थ्मशनयोजन

चला, चचा्म करूया.

 अनघा  :  आपण कॉमपयतुटर चवकत घयायचा का? 
 आई  : हो, घेऊया पण पतुढचया वरगी घेऊया. 
 अनघा  :  या वरगी का नको? 
 आई  :  तयाची चकंमत काही कमी नसते. 
 अनघा  : महणजे पैसे साठवायला हवेत, असेच ना?
 आई  :  हो. 

आपलया आजूबाजूला अिा प्रकारचे अनेक संवाद कानांवर पडतात. 
प्रतयेक वयक्तीला चवचवध गरजा भागवणयासाठी पैिांची गरज असते. तयामतुळेच वत्वमानातील आवशयक गरजा 

पणू्व करून इतर गरजा भागवणयासाठी प्रतयेकजण पैसे साठवणयाचा प्रयतन करतो. तयालाच आपण ‘बचत’ करणे असे 
महणतो. ही बचत सतुरचक्षत राहून चतचयात वाढ होणयासाठी ती आपण ‘ठेव’ महणून ठेवतो चकंवा जमीन, घर यांसारखया 
सथावर बाबी खरेदी करतो. यालाच ‘गतुंतवणूक करणे’ असे महणतात. 

प्रतयेक गतुंतवणूकदार आवशयक तेवढी रक्कम खच्व  करतो आचण उरलेलया रकमेची  बचत करतो, तसेच बचत 
केलेलया रकमेची चवचारपवू्वक गतुंतवणूकही करतो. याला ‘अ्थ्मशनयोजन’ महणतात. संपततीची वृद्धी आचण सतुरचक्षतता 
हे अथ्वचनयोजनाचे मतुखय प्रयोजन असते. 

प्रतयेकाचया आयतुषयात येणाऱया अपेचक्षत व अनपेचक्षत घटनांकररता तरतूद महणून अथ्वचनयोजनाचा उपयोग होतो. 
काही उदाहरणे पतुढे चदली आहेत. 

   अपेशक्त घटना                                             अनपेशक्त घटना
(1) मतुलांचे चिक्षण व तयांचयासाठी इतर खच्व  (1) नैसचग्वक आपतती
(2) वयवसायासाठी भांडवल (2) कुटुंबातील एखाद्ा सदसयाचे आजारपण
(3) वाहन खरेदी  (3) अपघातामतुळे झालेले नतुकसान
(4) घराचे बांधकाम चकंवा खरेदी (4) आकशसमक मृतयू  
(5) वृद्धापकाळातील गरजा 

अथ्वचनयोजन का करावे याचे उततर वरील घटना चकंवा इतरही काही कारणे यांमधून चमळते. अथ्वचनयोजन करताना काही 
बाबी लक्षात ठेवणे गरजेचे असते. 

   • अ्थ्मशनयोजनाची ओळख   • बचत व गुंतवणूक
   • कररचना      • आयकर-गणन   

चला, शिकूया.
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    बचत (Savings)

(1) बचत सतुरचक्षत राहणे व चतचयात वाढ होणे चहताचे असते. आपली बचत केलेली रक्कम बँकेत चकंवा पोसटात 
सतुरचक्षत राहते. बँकेतील बचत खातयात जमा झालेलया रकमेमतुळे रोकडरचहत (cashless) वयवहार करणे सोईचे होते. अिा 
वयवहारांमतुळे सवत:जवळ अचधक रक्कम ठेवावी लागत नाही व ती रक्कम हरवणयाची वा चोरीला जाणयाची भीती राहात नाही. 

(2) आपण केलेली बचत रोख सवरूपात असेल आचण चतची गतुंतवणूक न करता ती तिीच ठेवली तर चतचे मूलय 
काळाबरोबर कमी होते. महणजेच वसतू चवकत घेणयाची तया रकमेची िक्ती महणजे पिैाची क्रयिक्ती (Purchasing 
power) कमी होते. (उदा. आज 10 रुपयांमधय े2 पेशनसली चमळत असतील, तर काही वराांनंतर तयाच चकमतीत एकच 
पशेनसल चमळेल.) यासाठी बचतीची योगय चठकाणी गतुंतवणूक करून तयात वाढ होणे आवशयक आहे. 

(3) बचत केलेली रक्कम वयवसाय वृद्धी, नवे उद्ोग चालू करणे, अिा कामांसाठी वापरली गेली तर राष्टट्ीय 
उतपादनात वाढ होते. 

(4) एकूण चमळकतीपैकी बचतीचा काही भाग समाजकाया्वसाठी खच्व केलयास तयाचा दूरगामी फायदा सवाांनाच 
होतो.

(5) आवशयक तेवढा खच्व करून झालयावर चैनीचया गोष्टींवरील खच्व कमी करून चिक्षण, वैद्कीय उपचार, 
इतयादींसाठी बचत करणे चहताचे असते. 

 वरील चचत्ाचे चनरीक्षण करा. बचतीचे व गतुंतवणतुकीचे काही माग्व चचत्ात दाखवले आहेत, तयांवर चचा्व करा.
यापेक्षा वेगळे अाणखी कोणते माग्व आहेत का याची माचहती चमळवा. ते चचत्ातील ररकामया जागी चलहा. 

जाणून घेऊया.

मयुचयुअलफंड

िेअर

बचत खाते

राष््ीय बचत 
 प्रराणपत्र 

पोसटाचा 
आयुशव्मरा

साव्मजशनक 

िशवषयशनवा्मि शनधी 

जयेष्ठ नागररक 

योजना

राशसक उतपन्न 

खाते

आ
वतती जरा 
योजना

राष््ीयीकृत बँकेतील ठेव

बॉनड

शवरा

शपगरी खाते

आ
वतती ठेवी

रुदत ठेवी

बचत खाते

ख
ाजगी क्त्र

बँक

बचत व गुंतवणूक

चला, चचा्म करूया.

पोसट ऑशफस 
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जाणून घेऊया.

   गुंतवणूक (Investments)
गतुंतवणतुकीचे अनेक प्रकार आहेत.गतुंतवणूकदार बँक, पोसट अिा आचथ्वक वयवहार करणाऱया संसथांमधये गतुंतवणूक 

करणे पसंत करतात कारण तेथे पिैांची सतुरचक्षतता जासत असते. िेअस्व, मयतुचयतुअल फंड इतयादींमधये गतुंतवणूक 
करणयात थोडी जोखीम असते. कारण जया उद्ोगात हे पैसे गतुंतवले जातात तया उद्ोगास तोटा झालयास, गतुंतवलेली 
रक्कम कमी होते. याउलट फायदा झालयास रक्कम सतुरचक्षत राहते आचण लाभांि चमळू िकतो. 

गतुंतवणूकदाराने गतुंतवणूक करताना दोन मतुखय बाबी चवचारात घेतलया पाचहजेत. एक महणजे जोखीम व दुसरी 
महणजे लाभ. अचधक जोखीम पतकरून गतुंतवणूकदार अचधक लाभ चमळवू िकतो, परंततु अचधक जोखीम असलयामतुळे 
तोटाही होऊ िकतो हे धयानात ठेवले पाचहजे. 

उतपन्न व गतुंतवणतुकीवर अाधाररत काही उदाहरणे खाली सोडवून दाखवली आहेत, ती अभयासा. 
उदा (1) शयामरावांचे 2015-16 चे सव्व प्रकारचे कर भरून झालयावर वाचर्वक उतपन्न 6,40,000 रुपये  आहे.  

ते दर मचहना चवमयाचा 2,000 रुपयांचा हप्ा भरतात. वाचर्वक उतपन्नाचा 20% भाग ते भचवषय-चनवा्वह 
चनधीमधये  गतुंतवतात. आपतकालीन खचा्वसाठी मचहना 500 रुपय ेबाजूला ठेवतात, तर वरा्वमधये खचा्वसाठी 
तयांचयाकडे चकती रुपये रक्कम उरते? 

उकल : (i) शयामरावांचे वाचर्वक उतपन्न = 6,40,000  रुपये
 (ii) चवमयासाठी चनयोजन = 2000 ´ 12 = 24,000 रुपय े
 (iii) भचवषय चनवा्वह चनधीसाठी गतुंतवलेली रक्कम = 6,40,000 ´ 

20
100   = 1,28,000 रुपये 

 (iv) आपतकालीन खचा्वसाठी बाजूला काढलेली रक्कम = 500 ´ 12 = 6000 रुपये
 \ एकूण चनयोचजत रक्कम = 24,000 + 1,28,000 + 6,000 = 1,58,000 रुपये
 \ वर्वभराचया खचा्वसाठी उरणारी रक्कम = 6,40,000 - 1,58,000 = 4,82,000 रुपये

उदा (2) श्ी िहा यांनी 3,20,000 रुपये बँकेत 10% चक्रवाढवयाजाने 2 वराांकररता गतुंतवले. तयाचप्रमाणे तयांनी 
2,40,000 रुपये करमतुक्त मयतुचयतुअल फंडामधये गतुंतवले. तयाचे बाजारभावाप्रमाणे 2 वराांनंतर तयांना 
3,05,000 रुपये  चमळाले. तर तयांची कोणती गतुंतवणूक जासत फायदेिीर ठरली? 

उकल ः (i) चक्रवाढ वयाजाने गतुंतवलेलया  रकमेवरील वयाज प्रथम काढू. 
  चक्रवाढ वयाज = रास - मतुद्दल. 
           महणजेच      I  = A - P

       = P 1
100

+





 −

r n

 P

       = P 1
100

1+





 −













r n

                    = 3,20,000 1 10
100

1
2

+





 −
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          = 3,20,000 1 1 12.( ) −





       = 3,20,000 1 21 1. −[ ]
      = 3,20,000 ´ 0.21  

     = 67,200  रुपये
िहा यांनी  3,20,000 रुपये बँकेत गतुंतवलयावर तयांना 67,200 रुपये वयाज चमळाले. 
चमळालेले वयाज गतुंतवणतुकीचया िेकडा चकती होते ते काढू. 

वयाजाचे ितमान = 100 67200
3 20 000

´
, ,  = 21  \बँकेतील गतुंतवणतुकीमतुळे 21% फायदा झाला. 

 (ii) मयतुचयतुअल फंडामधये 2 वराांअखेरीस चमळालेली रक्कम = 3,05,000 रुपये

  \ मयतुचयतुअल फंडातील लाभािं = 3,05,000 - 2,40,000 = 65,000 रुपये

 \ लाभािंाचे ितमान = 65000 100
2 40 000

27 08×
=

, ,
.  

 मयतुचयतुअल फंडातील गतुंतवणतुकीमतुळे तयांना 27.08% फायदा झाला. 
यावरून असे लक्षात येते की, श्ी िहा यांची मयतुचयतुअल फंडातील गतुंतवणूक जासत फायदेिीर होती. 

उदा (3) करीमभाई यांनी काचउद्ोगात 4,00,000 रुपयांची गतुंतवणूक केली. 2 वराांअखेरीस तयांना तया वयवसायातून 
5,20,000 रुपये चमळाले. गतुंतवणतुकीची रक्कम वगळता चमळालेला नफा तयांनी 3 : 2 या प्रमाणात अनतुक्रमे 
मतुदत ठेव व िेअस्वमधये गतुंतवला तर तयांनी प्रतयेक बाबीमधये चकती रक्कम गतुंतवली?

उकल : करीमभाई यांना 2 वराांअखेर झालेला नफा  = 5,20,000 - 4,00,000  = 1,20,000 रुपये

 मतुदत ठेवीमधये गतुंतवलेली रक्कम = 3
5

 ´ 1,20,000 

              = 3 ´ 24,000           
             = 72,000 रुपये            

 िेअस्वमधये गतुंतवलेली रक्कम = 2
5

´ 1,20,000

           = 2 ´ 24,000

       = 48,000 रुपये
 करीमभाई यांनी मतुदत ठेव व िेअस्व या दोहोंमधये अनतुक्रमे 72,000 व 48,000 रुपयांची गतुंतवणूक केली. 

उदा (4) श्ी अचनल यांचे माचसक उतपन्न व खच्व यांचे गतुणोततर 5:4 आहे. श्ी अमन यांचे तेच गतुणोततर 3:2 आहे. 
तसेच अमन यांचया माचसक उतपन्नाचया 4% उतपन्न हे अचनल यांचया माचसक उतपन्नाचया 7% एवढे आहे. 
अचनल यांचे माचसक उतपन्न 9600 रुपये असलयास 

 (i) श्ी अमन यांचे माचसक उतपन्न काढा.   (ii) श्ी अचनल व श्ी अमन यांची बचत काढा. 
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उकल: आपणास माहीत आहे की,  बचत = उतपन्न - खच्व
        अचनल यांचे उतपन्न व खचा्वचे गतुणोततर  5 : 4

अचनल यांचे उतपन्न 5x मानू.
अचनल यांचा खच्व 4x मानू.

अमन यांचे उतपन्न व खचा्वचे गतुणोततर 3 : 2
अमन यांचे उतपन्न 3y मानू.
अमन यांचा खच्व 2y मानू .

4% दराने x रु. गतुंतवले. 5% दराने y रु. गतुंतवले.

  +  = 35000

4
100

  + 5
100

   = 1530

x = y = 

वयाज
..... (I)

..... (II)x y

 

अचनल यांचे माचसक उतपन्न 9600 रुपये महणजे 5x = 9600 यावरून x काढू. 
   \ 5x = 9600
          x = 1920

 माचसक खच्व = 4x = 4 ´ 1920 = 7680 रुपये

अचनल यांचा माचसक खच्व 7680 रुपये               \ अचनल यांची बचत 1920 रुपये

अमन यांचया उतपन्नाचा 4% = अचनल यांचया उतपन्नाचा 7%  हे चदले आहे. 

  \ 
4

100  ´ 3y = 9600 ´ 7
100

         \ 12y = 9600 ´ 7 

  \   y = 9600 7
12

´  = 5600

 अमन यांचे उतपन्न = 3y = 3 ´ 5600 = 16,800 रुपये
 अमन यांचा खच्व   = 2y =  2 ´ 5600 = 11,200 रुपये
\ अमन यांची बचत 16,800 - 11,200 = 5,600 रुपये
श्ी अमन यांचे माचसक उतपन्न 16,800 रुपये  श्ी अमन यांची बचत 5,600 रुपये
श्ी अचनल यांची माचसक बचत 1,920 रुपये

कृती I : अचमताने 35000 रुपयांपैकी काही रक्कम 4% व उरलेली रक्कम 5% वयाजाने एक वरा्वसाठी गतुंतवली. 
चतला एकूण वयाज 1530 रु. चमळाले, तर चतने वेगवेगळ्ा वयाजाने गतुंतवलेली रक्कम काढा. उततर िबदांत चलहा.
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सरावसंच 6.1

 

उपरिर : (1) पालकांचया मदतीने ततुमचया घरातील आठवड्ाचा जमाखच्व चलहून काढा. तयासाठी खचा्वचया प्रकाराचे 
सतंभ तयार करा. अन्नधानय, चिक्षण, वैद्कीय खच्व, प्रवास, कपडे व चकरकोळ खच्व अिा बाबींचा 
चवचार करून सव्व खच्व चलहून काढा. जमेचया बाजूला घरखचा्वसाठी चमळालेली रक्कम, आधीची 
चिल्क व काही नवी चमळकत झालयास ती नोंदवा. 

  (2) सतुट् टीत संपूण्व मचहनयाचा जमाखच्व चलहा.   पृष्ठ 52 वरील गोचवंदचा जमाखच्व अभयासा.

कृती II ः  कोरडवाहू जमीन असणाऱया िेतकऱयाचे उतपन्न वाढवणयासाठी काेणकोणते उपाय करता येतील यावर  
 वगा्वत चचा्व करा. काही चवद्ाथयाांनी खालीलप्रमाणे मते वयक्त केली आहेत. 

सोहेल  :  िेतकऱयांना फक्त िेतमाल चवकला जातो तेवहाच पैसे चमळतात, तयातला फायदा वर्वभर पतुरला पाचहजे 
महणून तयांचे अथ्वचनयोजन जासत महत्वाचे आहे. 

प्रकाि  :  िेतमालाला रासत भाव चमळाला तर उतपन्न वाढेल. 
नचग्वस  :  अथ्विासत्ाचा चनयम आहे की एखाद्ा वसतूचा पतुरवठा मागणीपेक्षा खूप जासत झाला तर चतची चकंमत कमी 

होते, मग चतची चकंमत कमी झाली की फायदा कमी होणारच!
रीटा  :  जर िेतीचे उतपन्न खूप झाले आचण भाव पडणयाची भीती असेल तर काही माल नीट साठवून ठेवावा, नंतर 

योगय वेळी, बाजारात भाव वाढला की चवकणयास काढावा. 
आझम  :  तयासाठी चांगली गोदामे बांधायला हवीत. 
रेशमा  :  िेतकऱयाला कमी वयाजाने सहज कज्व चमळायला हवे. 
वतसला :  दुध, कुक्कुटपालन यांसारखे िेतीपूरक वयवसाय केले तर थोडे अचधक उतपन्न चमळेल, चिवाय जनावरांचया 

मलमूत्ापासून चांगले सेंद्रीय खत चमळेल. 
कुणाल  :  िेतमालावर प्रचक्रया करणारे कारखाने काढले व सरबते, जॅम, लोणची, वाळवलेलया भाजया, फळाचा गर 

अिा वसतू नीट पचॅकंग करून ठेवलया तर वर्वभर चवकता येतील. 
  चनया्वतक्षम मालाचे अचधक उतपन्न घयावे. 

1. अलकाला दरमहा पाठवलेलया रकमेपैकी 90% रक्कम ती खच्व करते आचण मचहना 120 रुपयांची बचत करते. 
तर चतला पाठवणयात येणारी रक्कम काढा. 

2. सतुचमतने 50,000 रुपये भांडवल घेऊन खाद्पदाथाांचा वयवसाय चालू केला. तयामधये तयाला पचहलया वरगी 
20% तोटा झाला. उरलेलया भांडवलात दुसऱया वरगी तयाने चमठाईचा वयवसाय चालू केला, तयात तयाला 5% 
नफा झाला. तर मूळ भांडवलावर तयाला िेकडा चकती तोटा चकंवा नफा झाला ? 

3. चनशखलने आपलया माचसक उतपन्नाचा 5% भाग मतुलांचया चिक्षणासाठी खच्व केला, 14% भाग िेअस्वमधये 
गतुंतवला, 3% भाग बँकेत ठेवला आचण 40% भाग दैनचंदन खचा्वसाठी वापरला. गतुंतवणूक व खच्व जाऊन तयाचयाकडे  
19,000 रुपये उरले. तर तयाचे माचसक उतपन्न काढा. 

4. सययदभाई यांनी आपलया उतपन्नापैकी 40,000 रुपये 8% चक्रवाढ वयाजाने 2 वराांकररता बँकेत 
गतुंतवले. श्ी फनाांडीस यांनी 1,20,000 रुपये मयतुचयतुअल फंडामधये 2 वराांकररता गतुंतवले. 2 वराांनंतर  
श्ी फनाांडीस यांना 1,92,000 रुपये चमळाले. तर सययदभाई व श्ी फनाांडीस यांपैकी कोणाची गतुंतवणूक जासत 
फायदेिीर ठरली ?

5. समीराने आपलया उतपन्नाचया 3% उतपन्न समाजकाया्वसाठी चदले व 90% उतपन्न खच्व केले. चतचयाकडे  
1750 रुपये चिल्क राचहले. तर चतचे माचसक उतपन्न काढा. 
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चला, चचा्म करूया.

 कर महणजे काय? कोणकोणतया प्रकारचे कर असतात? यांबद्दलची माचहती खालील वेबसाईटवर चमळवा.

जाणून घेऊया.
  करआकारणी

राष्टट्ाचया उभारणीसाठी िासन चवचवध योजना आखत असते. या योजनांचया काय्ववाहीसाठी िासनाला फार 
मोठ्ा रकमेची गरज असते. अनेक प्रकारचया करांची आकारणी करून ही रक्कम उभी केली जाते. 

करांची उपयुक्तता (Utility of taxes)
 y पायाभूत सतुचवधा पतुरवणे.
 y चवचवध कलयाणकारी योजनांची अंमलबजावणी करणे.
 y वेगवेगळ्ा क्षेत्ांमधये चवकास कामे आचण संिोधन यांबाबत योजना राबवणे. 
 y कायदा आचण सतुवयवसथा राखणे.
 y नैसचग्वक आपततीमतुळे बाचधत झालेलया लोकांना मदत करणे. 
 y राष्टट्ाचे आचण नागररकांचे संरक्षण करणे, इतयादी. 

करांचे प्रकार (Types of taxes)

 प्रतयक् कर (Direct taxes)    अप्रतयक् कर (Indirect taxes)  
 जया करांचा भार प्रतयक्ष करदातयावर पडतो,  जया करांचा भार प्रतयक्षपणे करदातयावर पडत नाही, 
 ते कर महणजे प्रतयक्ष कर. ते कर महणजे अप्रतयक्ष कर. 
 उदा. आयकर, संपततीकर, वयवसाय कर       उदा. करेंद्रीय चवक्री कर, मूलयवचध्वत कर,        
 अबकारी कर, कसटम ड्तुटी, इतयादी.     सेवाकर, इतयादी.

2017 साली जया प्रकारे कर आकारणी केली जात आहे तयानतुसार तयाचे प्रकार वर दाखवले आहेत. 
 उपरिर :  चवचवध प्रकारचे कर भरणाऱया नोकरदार चकंवा वयावसाचयकांकडून वेगवेगळ्ा करांचवरयी माचहती चमळवा. 

                   www.incometaxindia.gov.in, www.mahavat.gov.in 

माझे वडील डॉकटर  
आहेत. ते वयवसायकर  

व आयकर भरतात.

माझी आई चिचक्षका 

आहे. ती आयकर 
भरते.

आमचया  
दूरधवनीचया चबलात 
सेवाकराचा समावेि 

केलेला असतो.

माझे वडील िेतकरी
आहेत. तयांना िेतीतून 
चमळणाऱया उतपन्नावर 
आयकर भरावा लागत 

नाही.

कोणाकोणाचे पालक कर 
भरतात ?

ICT Tools or Links
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जाणून घेऊया.

  आयकर  (Income tax)

वयक्तीचे, संसथेचे चकंवा इतर कायदिेीर उद्ोगांचे भारतातील उतपन्न, आयकर अचधचनयमानवये ठरलेलया 
मया्वदेपेक्षा अचधक असेल तर तयावर आयकर (प्राप्ीकर) आकारला जातो. 

या प्रकरणात आपण प्रतयक्ष करापैकी फक्त वयक्तींना भरावया लागणाऱया आयकराचा चवचार करणार आहोत. 
आयकराची आकारणी करेंद्र सरकार करते. भारतामधये आयकर आकारणी दोन अचधचनयमांविारे केली जाते. 
(1)  आयकर कायदा 1961 हा चद. 01.04.1962 पासून अशसततवात आला. 
(2)  प्रतयके वरगी संसदेत संमत केला जाणारा अथ्वचवरयक तरततुदी असणारा कायदा. 
दरवरगी साधारणपणे फरेितुवारी मचहनयात अथ्वमंत्ी आगामी आचथ्वक वरा्वसाठी तरततुदी असणारे अथ्वसंकलप 

(Budget) सादर करतात. तयात आयकराचे दर सतुचवलेले असतात. संसदेने अथ्वसंकलप मंजूर केला की हे दर पतुढील 
वरा्वसाठी लागू होतात.

 आयकराचे दर प्रतयेक वरगीचया अथ्वसंकलपात चनशशचत केले जातात.  

आयकराचया संदिा्मतील बाबी :
 y करदाता (An assessee) : आयकर चनयमावलीमधये समाचवष्ट असलेलया चनयमांनतुसार जया वयक्तीने 

आयकर देणे अपचेक्षत आहे तया वयक्तीला ‘करदाता’ महणतात. 
 y शवततीय वष्म (Financial year) : जया एक वरा्वचया कालावधीत उतपन्न चमळवले जाते तया वरा्वला 

‘चवततीय वर्व’ असे महणतात. आपलया देिात सधया 1 एचप्रल ते 31 माच्व हे चवततीय वर्व असते.
 y कर आकारणी वष्म (Assessment year) : चवततीय वरा्वचया लगतचया पतुढील चवततीय वरा्वस ‘कर 

आकारणी वर्व’ असे महणतात. चालू वरा्वत मागील चवततीय वरा्वसाठी कर आकारणी चनशशचत केली जाते. 

‘चवततीय वर्व’ व ‘संबंचधत कर आकारणी वर्व’ खाली नमूद केले आहे. 
आचथ्वक वर्व (Financial Year) संबचंधत कर आकारणी वर्व (Assessment Year)

2016-17 महणजे 01-04-2016 ते 31-03-17 2017-18
2017-18 महणजे 01-04-2017 ते 31-03-18 2018-19

 •  कायर खाते रिरांक (PAN) : प्रतयेक वयक्तीने अज्व केलयावर आयकर चवभागाकडून एक चवचिष्ट असा 
दहा अंकाक्षरातमक क्रमांक चदला जातो. तयास ‘कायर खाते रिरांक’ महणजे ‘Permanent Account Number 
(PAN)’ महणतात. अनेक महत्वाचया कागदपत्ांत आचण आचथ्वक  वयवहारांत हा क्रमांक नमूद करणे आवशयक 
असते.
  पॅनकाडा्वचा उपयोग : आयकर चवभागाकडे करभरणा 
करणयासाठीचे चलन, करचववरणपत् (ररटन्वचा फॉम्व)  इतर पत्वयवहार 
यांवर पॅन क्रमांक चलचहणे बंधनकारक असते. तसेच मोठे आचथ्वक 
वयवहार करताना पॅन नोंदवावा लागतो. अनेक वेळा पॅनकाडा्वचा 
उपयोग ओळखीचा पतुरावा (Identity proof) महणूनही होतो.
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आयकर आकारणी
आयकराची आकारणी उतपन्नावर होत असलयामतुळे उतपन्नाचे चवचवध स्ोत जाणणे आवशयक आहे.
उतपन्नाचे मतुखयतः पाच स्ोत आहेत :
(1) पगाराविारे चमळणारे उतपन्न. (2) घर चमळकतीतून चमळणारे उतपन्न.
(3) धंदा आचण वयवसायातून चमळणारे उतपन्न. (4) भांडवली नफयातून (Capital gain) चमळणारे उतपन्न.
(5) इतर स्ोतांतून चमळणारे उतपन्न.  
पगारदार वयक्तीचया आयकर गणनेसाठी महत्वाचया बाबी :
आयकराचे गणन करणयासाठी एकूण वाचर्वक उतपन्न चवचारात घेतले जाते. आयकर अचधचनयमांचया 80C,  

80D, 80G इतयादी कलमांना अनतुसरून एकूण वाचर्वक उतपन्नातून काही वजावट चमळते. ही वजावट करून उरलेलया 
उतपन्नाला करपात्र उतपन्न  महणतात. आयकराची आकारणी या उतपन्नावरच केली जाते.

कर आकारणीचे चनयम काही वेळा बदलले जातात, महणून प्रतयक्ष कर आकारणी करताना अद्यावत चनयम 
माहीत असणे आवशयक असते. 

करपात् उतपन्नापैकी ठरावीक मया्वदेपयांतचया रकमेवर कर आकारला जात नाही. या रकमेस करपात् उतपन्नातील 
रूळ सवलत रक्कर असे महणतात. 

 y िेतकऱयांना िेतमालाचया उतपन्नावर आयकरातून सूट असते. 
 y आयकर कलम 80 G अनवये पंतप्रधान मदतचनधी,  मतुखयमंत्ी मदतचनधी चकंवा मानयताप्राप् संसथांना 

देणगया चदलयास आयकरात 100% सूट चमळते. 
 y 80 D या कलमानवये आरोगयासाठीचया चवमा हपतयावर सूट चदली जाते.   
 y सामानयत: एकूण गतुंतवणतुकींवर 80C या कलमानवये  चवचवध प्रकारचया गतुंतवणतुकींपैकी जासतीत जासत 

1,50,000 रुपयांपयांत वजावट चमळते. 
2017-18 चया अथ्वसंकलपानतुसार जयाचंी वाचर्वक उतपन्नातून वजावट दाखवता येते अिा काही महत्वाचया 

गतुंतवणतुकी खालील आकृतीत दाखवलया आहेत :

चवचवध 
चनयमांनतुसार 

वाचर्वक उतपन्नातून 
वजावट 

राष्टट्ीय बचत प्रमाणपत् 
योजना (NSC)

गृह कज्व 
(मतुद्दल)

जनरल प्राॅशवहडंट फंड (G.P.F)

लोक भचवषय चनवा्वह 
चनधी (P.P.F)

िैक्षचणक ितुलक (2 मतुलांकररता) आरोगय चवमा 

जीवन चवमा Life insurance 
policy (LIP)

मतुलींसाठी असलेली सतुकनया  
समदृ्धी योजना 1.5 लाख

5 वराांकररता पोसटात 
केलेली गतुंतवणूक 

मयतुचयतुअल फंड (Mutual fund)

जाणून घेऊया.
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करदातयाचया वयानतुसार आयकराचे दर प्रतयेक वरगीचया अथ्वसंकलपात ठरवले जातात. 
उतपन्नाचया टपपयाप्रमाणे आयकराचे दर दि्ववणाऱया नमतुना सारणया खाली चदलया आहेत. 

सारणी I
60 वषाांपयांतचया वयक्ती

करपात् उतपन्नाचे टपपे
(रुपयांत)

प्राशप्कर 
(आयकर) चिक्षण उपकर 

माधयचमक व 
उच्च चिक्षण 

उपकर
2,50,000 पयांत करमतुक्त करमतुक्त करमतुक्त 

2,50,001 ते 5,00,000 5 टक्के 
(करपात् उतपन्न वजा अडीच लाख  यावर) 

आयकराचया  
2 टक्क े

आयकराचया  
1 टक्का

5,00,001 ते 10,00,000 ` 12,500 + 20 टक्के 
(करपात् उतपन्न वजा पाच लाख यावर) 

आयकराचया 
 2 टक्क े

आयकराचया 
 1 टक्का 

10,00,000 पके्षा अचधक ` 1,12,500 + 30 टक्क े
(करपात्  उतपन्न वजा दहा लाख यावर) 

आयकराचया 
 2 टक्के 

आयकराचया  
1 टक्का 

(वाचर्वक उतपन्न 50 लाख रुपये ते एक कोटी रुपयांचया दरमयान असणाऱयांना आयकराचया 10 टक्क ेसरचाज्व 
आचण वाचर्वक उतपन्न एक कोटी रुपयांहून अचधक असणाऱयांना आयकराचया 15 टक्क ेसरचाज्व)

कृती : वरील सारणी (I) चे चनरीक्षण करा व खालील उदाहरणातील चौकटींत योगय संखया चलहा. 
उदा. • मेहता यांचे वाचर्वक उतपन्न साडेचार लाख रुपये आहे. तयांनी उतपन्नातून वजावट चमळणारी कोणतीही बचत 

केलेली नाही, तर तयांचे करपात् उतपन्न कोणतया टपपयात बसेल? 
• तयांना चकती रकमेवर चकती टक्के दराने आयकर भरावा लागेल ?  `     वर   दराने
• उपकर चकती रकमेवर आकारला जाईल? 

सारणी II
जयेष्ठ नागररक (वय वषषे साठ ते ऐंिी)

करपात् उतपन्नाचे टपपे
(रुपयांत)

प्राशप्कर 
(आयकर)

चिक्षण उपकर माधयचमक व 
उच्च चिक्षण 

उपकर
3,00,000 पयांत करमतुक्त करमतुक्त करमतुक्त 

3,00,001 ते 5,00,000 5 टक्क े
(करपात् उतपन्न वजा तीन लाख यांवर)

आयकराचया 2 
टक्के 

आयकराचया 1 
टक्का

5,00,001 ते 10,00,000 ` 10,000 + 20 टक्क े
(करपात् उतपन्न वजा पाच लाख यांवर) 

आयकराचया 2 
टक्के 

आयकराचया 1 
टक्का

10,00,000 पेक्षा अचधक ` 1,10,000 + 30 टक्के 
(करपात् उतपन्न वजा दहा लाख यांवर) 

आयकराचया 2 
टक्के 

आयकराचया 1 
टक्का

(वाचर्वक उतपन्न 50 लाख रुपये ते एक कोटी रुपयांचया दरमयान असणाऱयांना आयकराचया 10 टक्के सरचाज्व 
आचण वाचर्वक उतपन्न एक कोटी रुपयांहून अचधक असणाऱयांना आयकराचया 15 टक्के सरचाज्व)
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कृती : सारणी II वरून खालील कृती पणू्व करा. 
उदा.  श्ी. पंचडत यांचे वय 67 वरवे आहे. गेलया वरगी तयांचे वाचर्वक उतपन्न 13,25,000 रुपये होते. तर तयांचे करपात् 

उतपन्न चकती होते? तयांना चकती आयकर भरावा लागेल ?

13,25,000 - 10,00,000 = 3,25,000

महणून तयांना सारणीप्रमाणे 1,10,000 रुपये आयकर भरावा लागणार आहेच. चिवाय 3,25,000 रुपयांवर 

30%  महणजे 3,25,000  ´ 
30

100  =  रु. आयकर भरावा लागेल. 

महणजे आयकराची रक्कम  +   =  

देय आयकराचया 2% चिक्षण उपकर महणजे  ´ 
2

100 = . 

देय आयकराचया 1% माधयचमक व उच्च चिक्षण उपकर भरावा लागेल. महणजे  ́
1

100 =  

\ एकूण आयकर = आयकर + चिक्षण उपकर + माधयचमक व चिक्षण उपकर. 

             =   +  +    

         =  ` 2,13,725

सारणी III
अशत जयेष्ठ नागररक (वय वषषे ऐंिीपेक्ा अशधक)

उतपन्नाचे टपपे
(रुपयांत)

प्राशप्कर  
(आयकर) चिक्षण उपकर 

माधयचमक व 
उच्च चिक्षण 

उपकर
5,00,000 पयांत करमतुक्त करमतुक्त करमतुक्त 

5,00,001 ते 10,00,000
 20 टक्क े 

(करपात् उतपन्न वजा पाच लाख यावर) 
आयकराचया  

2 टक्के 
आयकराचया  

1 टक्का 

10,00,000 पके्षा अचधक
` 1,00,000 + 30 टक्के  

(करपात् उतपन्न वजा दहा लाख यावर) 
आयकराचया  

2 टक्के 
आयकराचया  

1 टक्का 
(वाचर्वक उतपन्न 50 लाख रुपये ते एक कोटी रुपयांचया दरमयान असणाऱयांना आयकराचया 10 टक्के सरचाज्व 

आचण वाचर्वक उतपन्न एक कोटी रूपयांहून अचधक असणाऱयांना आयकराचया 15 टक्क ेसरचाज्व)

 उपरिर :  80C, 80G, 80D या अचधचनयमांची माचहती चमळवा. 
    पॅनकाड्व पाहा तयावर कोणती माचहती असते तयाची नोंद करा. 
    रोकडरचहत (Cashless)  वयवहारासाठी वापरलया जाणाऱया मागा्वची माचहती चमळवा. 

वरील सारणया व वयक्तींना चमळणाऱया चवचवध सवलतींचा उपयोग करून आयकराचे गणन कसे करतात ते आपण 
पतुढील उदाहरणांवरून समजून घेऊ. 
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उदा (1) श्ी महात्े यांचे वय 50 वरवे आहे. तयांचे एकूण वाचर्वक उतपन्न 12,00,000 रुपये आहे. तयांनी खालीलप्रमाणे 
     गतुंतवणूक केली. 

(i) चवमा हप्ा : ` 90,000   (ii)   भचवषय चनवा्वह चनधी : ` 25,000
(iii) साव्वजचनक भचवषय चनवा्वह चनधी : ` 15,000 (iv)  राष्टट्ीय बचत प्रमाणपत् योजना : ` 20,000
यावरून आयकरासाठी मानय असणारी कपात, करपात् उतपन्न  व आयकर काढा. 

उकल : (1)   एकूण वाचर्वक उतपन्न =  12,00,000 रुपये आहे.
   (2)  80C नतुसार एकूण गतुंतवणूक 

गतुंतवणूक रक्कम (रुपय)े

(i)   चवमा हप्ा    90,000
(ii)  भचवषय चनवा्वह चनधी    25,000
(iii)  साव्वजचनक भचवषय चनवा्वह चनधी     15,000
(iv)  राष्टट्ीय बचत प्रमाणपत् योजना    20,000

एकूण 1,50,000

 चनयम  80C नतुसार आयकरासाठी जासतीत जासत 1,50,000 रुपयांची वजावट मानय असते. 

(3) \ करपात् उतपन्न  = [1] मधील रक्कम - [2] मधील रक्कम 

    = 12,00,000 - 1,50,000  = 10,50,000

(4)   श्ी. महात्े यांना भरावया लागणाऱया आयकराचे गणन सारणी (I) चया साहाययाने करू. 

  श्ी. महात्े यांचे करपात् उतपन्न = `10,50,000  महणजे दहा लाखांपके्षा अचधक आहे. 

 \ सारणी (I) नतुसार आयकर = ` 1,12,500 + 30%  (एकूण उतपन्न वजा दहा लाख यांवर 30%)

 \ 10,50,000 - 10,00,000 = 50,000

 \ आयकर  = 1,12,500 + 50,000 ´ 30
100

   =1,12,500 + 15,000

   = 1,27,500

 याचिवाय 2% चिक्षण उपकर आचण 1% माधयचमक व उच्चचिक्षण उपकर यांचाही समावेि करावा लागेल. 

                चिक्षण उपकर  = 1,27,500 ´ 
2

100 = 2550 रुपये

 माधयचमक व उच्चचिक्षण उपकर = 1,27,500 ´ 1
100   = 1275 रुपये 

 \ एकूण आयकर  = 1,27,500 + 2550 + 1275 = 1,31,325 रुपये 

 श्ी महात्े यांना भरावा लागणारा एकूण आयकर = 1,31,325 रुपये

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



105

उदा (2) अहमदभाई हे 62 वराांचे जयेष्ठ नागररक एका कंपनीत नोकरी करतात. तयांचे एकूण वाचर्वक उतपन्न  
6,20,000 रुपये आहे. तयांनी साव्वजचनक भचवषय चनवा्वह चनधीमधये 1,00,000 रुपये गतुंतवले. तसेच चवमयाचा 
वाचर्वक हप्ा 80,000 रुपये भरला व मतुखयमंत्ीचनधीला 10,000 रुपये देणगी चदली, तर अहमदभाई यांनी चकती 
आयकर भरावा लागेल?

उकल : (1) एकूण वाचर्वक उतपन्न  =  6,20,000  रुपये
    (2) एकूण कपात (चनयम 80C प्रमाणे)

   (i) साव्वजचनक भचवषय चनवा्वह चनधी  =   1,00,000  रुपये
   (ii) चवमा  =     80,000 रुपये
                      1,80,000  रुपये   
   (iii) 80C नतुसार जासतीत जासत 1,50,000 रुपये कपात मानय. 

(3) मतुखयमंत्ी चनधीला चदलेली रक्कम (80 G प्रमाणे कपात) = 10000 रुपये.

(4)  करपात् उतपन्न  = (1) - [(2) + (3)]
    = 6,20,000 - [1,50,000 + 10000] 
    = 4,60,000  रुपये

सारणी (II) प्रमाणे करपात् उतपन्न तीन लाख ते पाच लाख रुपये या मया्वदेत आहे. 

        \ देय आयकर = (करपात् उतपन्न - 3,00,000)´ 5
100  

             = (4,60,000 - 3,00,000)´ 5
100    

   = 1,60,000 ´ 5
100  

   = 8000 रुपये

 चिक्षण उपकर हा आयकरावर आकारला जातो, महणून, 

      चिक्षण उपकर : 8,000 ´ 
2

100  = 160   माधयचमक व उच्चचिक्षण उपकर : 8,000´ 1
100  = 80

 \ एकूण आयकर  = 8000 + 160 + 80 = ` 8,240
\ अहमदभाई यांना एकूण 8240 रुपये इतका आयकर भरावा लागेल.

उदा (3) श्ीमती चहंदुजा यांचे वय 50 वरवे आहे.  तयाचंे करपात् उतपन्न 16,30,000 रुपये आहे. तर तयांना एकूण 
चकती आयकर भरावा लागेल ?

उकल :  श्ीमती चहंदुजा यांचे करपात् उतपन्न दहा लाखांपके्षा अचधक या गटात आहे. 

  आता आपण सारणी I वापरून तयांचया आयकराचे गणन करूया. 

  सारणी I प्रमाणे,  दहालाखांपके्षा अचधक उतपन्नासाठी, 

  आयकर = रु. 1,12,500 + (करपात् उतपन्न वजा दहा लाख यावर 30%)
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 श्ीमती चहंदुजा यांचे उतपन्न - दहा लाख = 16,30,000 - 10,00,000

   = 6,30,000 रुपये

 सारणी I वरून 

    देय आयकर  = 1,12,500 + 6,30,000 ´ 30
100

         = 1,12,500 + 30 ´ 6,300

          = 1,12,500 + 1,89,000

          = 3,01,500 रुपये

 यावर  1% माधयचमक व उच्चचिक्षण कर  = 1
100

 ´ 3,01,500 = ` 3015 

            2% चिक्षण कर = 
2

100  ´ 3,01,500  = ` 6030

       \ एकूण आयकर   = 3,01,500 + 3015 + 6030 

           = 3,10,545

\ एकूण भरावा लागणारा आयकर  3,10,545 रुपये

सरावसंच 6.2

(1)  खालील सारणीचे चनरीक्षण करा. सारणीमधये चदलेलया वयक्तींना चदलेलया करपात् उतपन्नावर आयकर भरावा 
लागेल चकंवा नाही ते चलहा. 

अ.क्र. वयक्ती वय करपात् उतपन्न (`) आयकर भरावा लागेल चकंवा नाही 
(i)
(ii)
(iii)
(iv)
(v)

कु. चनचकता
श्ी कुलकणगी
श्ीमती मेहता
श्ी बजाज
श्ी डीचसलवहा

27
36
44
64
81

` 2,34,000
` 3,27,000
` 5,82,000
` 8,40,000
` 4,50,000

(2) श्ी कता्वरचसंग (वय 48 वरवे) खाजगी कंपनीत नोकरी करतात. योगय भतते वगळून तयांचा माचसक पगार  
42,000 रुपये आहे. ते भचवषय चनवा्वह चनधी खातयात  दरमहा 3000 रुपये गतुंतवतात. तयानंी 15,000 रुपयांचे     
राष्टट्ीय बचत प्रमाणपत्  घेतले आहे व  तयांनी 12000 रुपयांची देणगी पंतप्रधान मदत चनधीला चदली आहे, तर 
तयांचया आयकराचे गणन करा.

 

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



107

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 6
(1)  खालीलपैकी योगय पया्वय चनवडा.
  (i) चवचवध प्रकारचया गतुंतवणतुकींपैकी 80 C कलमांनतुसार आयकर गणनेसाठी जासतीत जासत चकती रुपये   

 वजावट चमळते ?
   (A) दीड लाख रुपये     (B) अडीच लाख रुपये     (C) एक लाख रुपये     (D) दोन लाख रुपये
  (ii)  एका वयक्तीने 2017-18 मधये चमळवलेलया उतपन्नाचे कर आकारणी वर्व खालीलपैकी कोणते ?
   (A) 2016-17    (B) 2018-19    (C) 2017-18    (D) 2015-16   
(2)   श्ी िेखर उतपन्नाचया 60% खच्व करतात. तयानंतर उरलेलया उतपन्नातून 300 रुपये अनाथाश्माला देणगी 

देतात तेवहा तयांचयाकडे 3,200 रुपये उरतात, तर तयांचे उतपन्न काढा. 
(3)   श्ी चहरालाल यांनी 2,15,000 रुपये मयतुचयतुअल फंडामधये गतुंतवले. तयाचे 2 वराांनी तयांना 3,05,000 रुपये 

चमळाले. श्ी रमचणकलाल यांनी 1,40,000 रुपये 8% दराने चक्रवाढ वयाजाने 2 वराांकररता बँकेत गतुंतवले. 
तर प्रतयेकाला झालेला िेकडा फायदा काढा. कोणाची गतुंतवणूक अचधक फायदेिार झाली? 

(4)   एका बचत खातयामधये वरा्वचया सतुरुवातीला 24,000 रुपये होते. तयामधये 56,000 रुपयांची भर घातली व ती 
सव्व रक्कम 7.5% दराने चक्रवाढ वयाजाने बँकेत गतुंतवली. तर 3 वराांनंतर एकूण चकती रक्कम परत चमळेल? 

(5)   श्ी मनोहर यांनी आपलया उतपन्नाचा 20% भाग आपलया मोठ्ा मतुलाला आचण 30% भाग  धाकट्ा मतुलास 
चदला. नंतर उरलेलया रकमेचया 10% रक्कम देणगी महणून िाळेला चदली. तेवहा तयांचयाकडे 1,80,000 रुपये 
उरले. तर श्ी मनोहर यांचे उतपन्न काढा. 

(6*) कैलासचा उतपन्नाचया 85% इतका खच्व होत असे. तयाचे उतपन्न 36% वाढले तेवहा तयाचा खच्व पूवगीचया 
खचा्वचया 40% वाढला. तर तयाची आता होणारी िेकडा बचत काढा.

(7*)  रमेि, सतुरेि आचण प्रीती या चतघांचेही एकूण वाचर्वक उतपन्न 8,07,000 रुपये आहे. ते चतघे आपलया 
उतपन्नाचा अनतुक्रमे 75%, 80% आचण 90% भाग खच्व करतात. जर तयांचया बचतींचे गतुणोततर  
16 : 17 : 12 असेल तर प्रतयेकाची वाचर्वक बचत काढा. 

(8)   खालील वयक्तींचे देय आयकराचे गणन करा. 
 (i)  श्ी कदम याचं ेवय 35 वरवे असनू तयांचे करपात् उतपन्न 13,35,000 रुपय ेआहे. 
 (ii)  श्ी खान यांचे वय 65 वरवे असून तयांचे करपात् उतपन्न 4,50,000 रुपये आहे. 
 (iii)  कु. वरा्व (वय 26 वरवे) यांचे करपात् उतपन्न 2,30,000 रुपये आहे. 

 ���

भारत सरकारचया www.incometaxindia.gov.in या वेबसाइटला भेट द्ा.  तया 
साइटवरील incometax calculator या मेनयू वर शलिक करा. येणाऱया  फॉम्वमधये कालपचनक 
उतपन्न आचण वजावटीचया कालपचनक  रकमा चलहून आयकराची रक्कम काढणयाचा प्रयतन 
करा.  

ICT Tools or Links
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7 सांबखयकी

जरा आठवूया.

 मागील इयततांमधये आपण साधा सतंभालेख व जोडसतंभालेख कसे काढायचे हे पाचहले आहे. तसेच वत्वमानपते्, 
माचसके, दूरदि्वन इतयादी माधयमांतून चवचवध आलेख पाहून तयांची माचहती चमळवली आहे.

माचहतीचया सवरूपाप्रमाणे तया माचहतीचे योगय सादरीकरण करणारा आलेख काढता येणे महत्वाचे असते. 
उदा.  एका िेतकऱयाला तयाचया िेतातून गहू व जवारी या दोन चपकांचे तीन वराांत चमळालेले उतपादन दि्ववणारा  
जोडसतंभालेख काढून दाखवला आहे. तयावरून पतुढील प्रशनांची उततरे चलहा. 

• जोडसतंिालेख       • प्रा्थशरक व दुययर सारग्री
• शविाशजत सतंिालेख          • अवगतीकृत व वगतीकृत वारंवारता शवतरण सारणी  
• ितरान सतंिालेख • संशचत वारंवारता सारणी 
    • रधय, रधयक आशण बहुलक (अवगतीकृत सारग्रीसाठी) 

(i)  तीन वराांमधय े कोणतया धानयाचे 
उतपादन सतत वाढले? 

(ii)  2012 मधये 2011 पके्षा जवारीचे 
उतपादन चकती कमी झाले? 

(iii)  2010 मधील गवहाचे उतपादन 
व 2012 मधील गवहाचे उतपादन 
यांतील फरक चकती?  

(iv)  या आलेखातील माचहतीवरून  
खालील सारणी पणू्व करा. 

20

30

40
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x-अक्ष

y-अक्ष
प्रमाण
y-अक्षावर 1 सेमी = 10 श्वंटल

गहू

जवारी
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वरवे

2011 2012
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उत
पा
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 श्व

ंटल
मध
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गहू जवारी     एकूण उतपादन

2011
2012 48 12 60

उतपादन (श्वंटल)
वर्व

चला, शिकूया.
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जाणून घेऊया.

   शविाशजत सतंिालेख (Sub-divided bar diagram)

जवारीगहू

y-अक्ष

वरवे

प्रमाण
 y-अक्षावर 1 सेमी = 5 श्वंटल

20
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x-अक्ष2010 2011 2012
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पा

दन
 श्व

ंटल
मध

ये 

सामग्रीतील माचहतीची ततुलना दि्ववणारा सतंभालेख 
वेगळ्ा पद्धतीनेही काढता येतो. तयाला चवभाचजत 
सतंभालेख महणतात. तयासाठी सामग्रीतील एकाच 
प्रकारचया दोन बाबींचया बेरजा करतात, आलेलया 
बेरजा योगय प्रमाण घेऊन सतंभांनी दि्ववतात, सतंभांचे 
प्रतयेक बाब दि्ववणारे प्रमाणबद्ध भाग करतात. मागील 
उदाहरणातील माचहती दि्ववणारा चवभाचजत सतंभालेख 
कसा काढायचा हे पाहू. 

(i)  एकूण उतपादनाएवढी प्रतयेक सतंभाची उंची 
योगय प्रमाणाने दाखवावी. 

(ii)   तयामधये गवहाचे उतपादन हा एकूण 
उतपादनाचया सतंभाचा एक भाग असेल. तो 
काही खतुणेने दि्ववावा. 

(iii) सतभंाचा राचहलेला भाग हा साहचजकच 
जवारीचे उतपादन दाखवेल. तो वेगळ्ा 
खतुणेने दि्ववावा.

या रीतीने िेजारी काढलेला चवभाचजत सतंभालेख पाहा. 
 दोन बाबींची ितमानाने केलेली ततुलना कधी कधी जासत उपयोगी असते, हे आपण अभयासले आहे. उदाहरणाथ्व, 
2000 रुपयांवर 600 रुपये नफा आचण 1500 रुपयांवर 510 रुपये नफा, यांत 600 रुपये नफा हा जासत चदसतो. 
पण दोनही नफयांची अनतुक्रमे 30% आचण 34% ही ितमाने लक्षात घेतली, तर 1500 रुपयांवर 510 रुपये नफा हा 
वयवहार अचधक फायदेिीर आहे, हे लक्षात येते. 

ितरान सतंिालेख (Percentage bar diagram)

वर्व गवहाचे 
उतपादन 
(श्वं.)

जवारीचे 
उतपादन
 (श्वं.)

एकूण उतपादनाचया 
प्रमाणात गवहाचया 
उतपादनाचे ितमान

2010 30 10  30
40

 ´ 100 = 75%

2011 35 15 35
50

 ´ 100 = 70%

2012 48 12 48
60

 ´ 100 = 80%           

चदलेलया माचहतींची ततुलना वेगळ्ा प्रकारे 
समजणयासाठी चदलेली माचहती ितमानांत 
रूपांतररत करून जो चवभाचजत सतंभालेख 
काढतात, तयाला ितमान सतंभालेख महणतात. 
मागील उदाहरणांतील माचहतीची ितमाने 
िेजारील सारणीत काढून दाखवली आहेत.
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ही माचहती दि्ववणारा सतंभालेख खालील पायऱयांनी 
काढला आहे.

(i) प्रतयेक वरा्वतील गहू व जवारीचया एकूण   
  उतपादनात असलेले गवहाचया उतपादनाचे व  
  जवारीचया उतपादनाचे ितमान काढले.

(ii) प्रतयेक सतंभाची Y-अक्षावरील उंची प्रमाणाने  
100 घेतली. 

(iii)  गवहाचया उतपादनाचे एकूण उतपादनािी 
असलेले ितमान, घेतलेलया प्रमाणाने 
सतंभाचा भाग खतुणा करून दि्ववले. 

(iv) सतंभाचा उरलेला भाग हा एकूण उतपादनातील 
जवारीचे ितमान दि्ववतो.

दोनपेक्षा अचधक बाबींची माचहती ही चवभाचजत 
चकंवा ितमान सतंभालेखाने दि्ववता येते.
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प्रमाण
 y-अक्षावर 2 सेमी = 10 श्वंटल

गहू जवारी

सोडवलेली उदािरणे 

उदा (1)   िेजारी ितमान सतंभालेख चदला 
आहे. तयामधय े दोन कुटुंबांची चवचवध 
बाबींवरील खचाांची माचहती चदली आहे. 
तयावरून खालील प्रशनांची उततरे चलहा.

 (i) प्रतयेक कुटुंबाचया चवचवध 
बाबींवरील खचाांची ितमाने चलहा.

(ii)  कोणतया कुटुंबाचा अन्नधानयाचा 
खच्व तयाचया एकूण खचा्वचया 
प्रमाणात जासत आहे? चकती 
टककयांनी जासत आहे?

(iii) दोनही कुटुंबा ंचया इतर खचाांची 
टक्केवारी चकती चकती आहे?

(iv) कोणतया कुटुंबाचया वीजखचा्वची 
टक्केवारी जासत आहे ? 

(v)  कोणतया कुटुंबाचया चिक्षणखचा्वची 
टक्केवारी जासत आहे?

y-अक्ष

x-अक्षकुटुंब A कुटुंब B
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उकल :  (i)
अन्नधानय कपडालतता चिक्षण वीज इतर

A 60% 10% 10% 5% 15%
B 50% 15% 15% 10% 10%

(ii)  कुटुंब A चा अन्नधानयाचा खच्व एकूण खचा्वचया प्रमाणात कुटुंब B  चया खचा्वपेक्षा 10% जासत आहे.
(iii) कुटुंब A चा इतर खच्व 15% आचण कुटुंब B चा इतर खच्व 10% आहे.
(iv) कुटुंब B चया वीजखचा्वचे ितमान जासत आहे.    (v) कुटुंब B चया चिक्षणखचा्वचे ितमान जासत आहे. 

सरावसंच 7.1

कुटुंब खच्व

(1) खालील सारणीमधये भारतातील टट्क व बस यांची 
जवळचया पूण्व लाखांतील संखया खाली चदली 
आहे. तयावरून ितमान सतंभालेख काढा. 
(ितमाने जवळचया पणूाांकापयांत घया.)

वर्व टट्कची संखया बसची संखया 
2005-2006

2007-2008

2008-2009

2009-2010

47

56

60

63

9

13

16

18

(2) खालील सारणीमधये  भारतातील पककया रसतयांची  
 व कचचया रसतयाचंी माचहती  चदली आहे. तयावरून 
 चवभाचजत व ितमान सतंभालेख काढा. (ितमाने  
 जवळचया पूणाांकापयांत घया.) 

वरवे पक्के रसते 
(लक्ष चकमी)

कच्चे रसते 
(लक्ष चकमी)

2000-2001

2001-2002

2003-2004

2007-2008

14

15

17

20

10

11

13

19

 कृती : खालील सारणीमधये चवचवध राजयांतील प्रतयेक 1000 मतुलगयांमागे असणारी मतुलींची संखया चदली आहे.   
  तयावरून चदलेलया सारणीमधील ररकामया चौकटी भरा. 

राजये मतुलगयांची 
संखया

मतुलींची 
संखया                 

एकूण मतुलगयांचे ितमान 
(जवळचया पूणाांकापयांत)

मतुलींचे ितमान 
(जवळचया पूणाांकापयांत)

आसाम 1000 960                  1960 1000
1960

100
1

51 03× = . % = 51% 100 - 51 = 49%                   

चबहार 1000 840 1840        

पंजाब 1000 900      

केरळ 1000 1080  

   महाराष्टट् 1000 900             

  सारणीवरून चमळालेलया माचहतीचा ितमान सतंभालेख काढा. तयावरून चनषकर्व काढून चचा्व करा. 
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पृष्ठ क्रमांक 111 वरील कृतीसाठी चदलेलया सारणीत पाच राजयातील दर हजार 
मतुलगयांमागे असलेली मतुलींची संखया चदली आहे.

तयाच राजयातंील साक्षरतेचे प्रमाण खाली चदले आहे. 
आसाम (73%), चबहार (64%), पंजाब (77%), केरळ (94%) व महाराष्टट्  (83%)
सारणीतील मतुलींची संखया आचण तया तया राजयातील साक्षरतेचे प्रमाण यांचा चवचार करा. तयावरून काही चनषकर्व 
चमळतो  का?

चला, चचा्म करूया.

 पतुढील माचहती दि्ववणयासाठी कोणतया प्रकारचा सतंभालेख काढणे योगय ठरेल ?
 (1) चार गावांमधील साक्षरांचे िेकडा प्रमाण.
 (2) एका कुटुंबाचा चवचवध घटकांवर होणारा खच्व. 
 (3) पाच ततुकड्ांपैकी प्रतयेक ततुकडीतील मतुलगे व मतुली यांचया संखया. 
 (4) तीन चदवस चाललेलया  चवज्ान प्रदि्वनाला रोज भेट देणाऱया वयक्तींची संखया. 
 (5) जानेवारी ते जून या प्रतयेक  मचह नयातील ततुमचया  गावाचे  कमाल व चकमान तापमान. 
 (6) दुचाकी चालवताना हेलमेट वापरणाऱया आचण न वापरणाऱया 100 कुटुंबांतील वयक्तींची संखया

जाणून घेऊया.

  साबंखयकी (Statistics)

 एखाद्ा मोठ्ा समूहाचा अभयास करणयासाठी तयातील काही घटकांचा पतुरेसा लहान गट यादृशचछक पद्धतीने 
चनवडतात. हा मोठ्ा गटाचा प्राचतचनचधक गट असतो. या प्राचतचनचधक गटाची अभयासासंबंचधत माचहती जमा करतात. 
ही माचहती बहुतािं वेळा सांशखयक सवरूपात असते. चतचे चवशलेरण करून काही चनषकर्व काढतात. या प्रकारचया 
अभयासाला साशंखयकी (statistics) असे नाव आहे.

Statistics हा िबद status या लचॅटन िबदापासून तयार झाला आहे. याचा अथ्व राजयातील शसथती असा होतो. 
यावरून पूवगी साशंखयकी हे िासत् राजयाचया प्रिासकीय वयवहारािी संबचंधत होते असे चदसते. परंततु सधया या िासत्ाचा 
उपयोग सव्वच क्षेत्ातं केला जातो.  सर रोनालड ऐलरर शफिर (Sir Ronald Aylmer Fisher) (17 फेरितुवारी 
1890 - 29 जतुलै 1962) हांना संखयािासत्ाचे जनक मानतात.

  राशितीचे संकलन (Data collection)

चिचक्षका : एका गावातील प्रतयेक कुटुंबाकडे चकती िेती आहे ही माचहती संकचलत करायची आहे, काय कराल?
राॅबट्व : गावातील प्रतयेक घरी जाऊन प्रतयेकाकडे चकती िेती आहे याची नोंद करू.
चिचक्षका : अगदी बरोबर, चवद्ाथगी चमत्ांनो एखाद्ा चवचिष्ट समूहाचवरयी आपण जी माचहती एकत् करतो ती 

प्रामतुखयाने संखयांचया सवरूपात असते. चतला सामग्री महणतात. सामग्री संकचलत करणयापूवगी ती 
आपण किासाठी वापरणार आहोत हे माहीत असायला हवे. जर एखाद्ा वयक्तीने माचहती घेणयाचया 
चठकाणी जाऊन प्रशन चवचारणे, मोजदाद करणे इतयादी प्रकारे सामग्रीचे संकलन केले तर तया 
सामग्रीला प्राथचमक सामग्री महणतात.

शवचार करूया.
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अाफरीन : महणजेच राॅबट्वने सांचगतलयाप्रमाणे प्रतयके घरी जाऊन िेतीची संकचलत केलेली माचहती ही प्राथचमक 
सामग्री राहील.

चिचक्षका : िाबबास आफरीन !
रमिे : परंततु वरील माचहती अगदी कमी वेळात संकचलत करायची असेल तर ? 
चिचक्षका : रमेिचे महणणे बरोबर आहे. तर  अिा वेळी माचहती संकलनाचा दुसरा उपाय काय असेल यावर  

चवचार करा.
केतकी : आपण तलाठी काया्वलयात जाऊन तयांचयाकडील उपलबध नोंदींवरून िेतीची माचहती संकचलत 

करू िकतो.
चिचक्षका : बरोबर, काही पररशसथतीत वेळेची उपलबधता, साधनांचा अभाव अिा कारणांमतुळे सामग्रीचे संकलन 

वयशक्ति: करणे िकय होत नाही. अिा वेळी इतरांनी संकचलत केलेली सामग्री, काया्वलयीन 
दसतऐवजांत प्रचसद्ध झाालेली सामग्री, सरकारी चवभागांतील उपलबध माचहती, िोध चनबंध, या 
सवरूपांत असलेली सामग्री वापरतात. अिा सामग्रीला दुययम सामग्री असे महणतात. महणजेच 
केतकीने सतुचवलयानतुसार तलाठी काया्वलयात जाऊन िेतीची संकचलत केलेली माचहती ही दुययम 
सामग्री होय.

खालील उदाहरणे पाहा.
(i) वत्वमानपत्ातील माचहती वापरून केलेला तक्ता ही दुययम सामग्री होईल. 
(ii) उपाहारगृहात पदाथाांचा दजा्व समजणयासाठी ग्राहकांना तयांचे अचभप्राय चवचारून चमळवलेली माचहती, ही  

 प्राथचमक सामग्री होईल. 
(iii) वगा्वतील चवद्ाथयाांचया उंचींची प्रतयक्ष मोजून केलेली नोंद, ही प्राथचमक सामग्री होईल.

प्रा्थशरक सारग्री दुययर सारग्री

1.  संकलन करणयास जासत वेळ लागतो.   
2.  अद्यावत व तपिीलवार असते. 
3.  अचूक आचण चवशवसनीय असते. 

1.  तवररत उपलबध होऊ िकते.
2.  हामधये पूवगी संकचलत केलेली माचहती  घेतलयामतुळे 

ती अद्यावत असतेच असे नाही. माचहतीचा 
तपिील ्वचचत कमी पडतो. 

3.  ही कमी चवशवसनीय असू िकते. 

कृती ः ततुमही अनेक वेळा वेगवेगळ्ा कारणांसाठी माचहती गोळा करता; अिी 3 ते 4 उदाहरणे घेऊन   
    गोळा केलेली सामग्री प्राथचमक आहे की दुययम आहे यांवर चचा्व करा. 

सरावसंच 7.2

(1)  खालीलप्रमाणे गोळा केलेलया सामग्रीचे प्राथचमक सामग्री चकंवा दुययम सामग्री यामधये वगगीकरण करा.
 (i) प्रतयक्ष वगा्वत जाऊन िाळेतील प्रतयेक वगा्वतील चवद्ाथयाांची हजेरीची माचहती गोळा केली.
 (ii) प्रतयेक चवद्ाथया्वचया उंचीची माचहती वररष्ठ काया्वलयास तातडीने पाठवायची असलयाने िाळेतील 

िारीररक चिक्षण चवभागातील नोंदींवरून माचहती गोळा केली.
 (iii) नांदपूर येथील प्रतयेक कुटुंबातील िालाबाह चवद्ाथयाांची माचहती प्रतयक्ष घरी जाऊन गोळा केली.
 (iv) चवज्ान प्रकलपासाठी प्रतयक्ष जंगलात जाऊन झाडांची पाहणी करून माचहती गोळा केली.

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



114

जरा आठवूया.

सारग्रीचे वगतीकरण (Classification of data)
उदा (1) एका िाळेतील इयतता 9 वीचया 50 चवद्ाथयाांनी प्रथम घटक चाचणीत गचणतात 20 पैकी चमळवलेले 

गतुण खालीलप्रमाणे आहेत.
20,  6,  14, 10, 13, 15, 12, 14, 17, 17, 18, 11, 19, 9,  16, 18, 14, 7, 17, 20, 
8,  15,  16, 10, 15, 12, 18, 17, 12, 11, 11, 10, 16, 14, 16, 18, 10, 7, 17, 14, 
20, 17, 13, 15, 18, 20, 12, 12, 15, 10
येथे संकचलत केलेलया संखयातमक माचहतीस काय महणतात ?...... कच्ची सामग्री. 
यातील प्रतयेक संखयेला काय महणतात?....... प्राप्ांक. 
वरील माचहतीवरून  खालील प्रशनांची उततरे चमळवा.
(i)  15 गतुण चमळवणारे एकूण चवद्ाथगी चकती ?   (iv) सवाांत कमी गतुण चकती आहेत?
(ii)  15 गतुणांपके्षा जासत गतुण चमळवणारे एकूण चवद्ाथगी चकती? (v) सवाांत जासत गतुण चकती आहेत?
(iii)  16 गतुणापके्षा कमी गतुण चमळवणारे एकूण चवद्ाथगी चकती ?

चला, चचा्म करूया.

(1)  ततुमहांला वरील प्रशनांची उततरे अगदी सहजपणे चमळाली की प्रतयेक वेळी गतुणांचे चनरीक्षण करावे लागले? 
(2) वरील कामात सतुलभता येणयासाठी काय करता येईल ?

 िमीम :  वरील उततरे प्रतयेक वेळी चनरीक्षणातून चमळत असलयामतुळे हे काम चकचकट व कंटाळवाणे झाले 
आहे, परंततु चदलेली कच्ची सामग्री चढतया चकंवा उतरतया क्रमाने  चलचहलयास या कामात सतुलभता 
येऊ िकेल.

िमीमचया महणणयानतुसार सामग्रीतील गतुण चढतया क्रमाने चलहू.
6, 7, 7, 8, 9, 10, 10, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 12, 12, 12, 12, 12, 13, 13,  
14, 14, 14, 14, 14, 15, 15, 15, 15, 15, 16, 16, 16, 16, 17, 17, 17, 17, 17, 17,  
18, 18, 18, 18, 18, 19, 20, 20, 20, 20
माचहती चढतया क्रमाने चलचहलयावर उदा 1 मधील पाचही प्रशनाचंी उततरे सतुलभतेने चमळतात काय? याचा 

पडताळा घया.
पडताळ्ावरून हे सपष्ट होईल की सामग्री चढतया क्रमाने मांडलयामतुळे पाचही प्रशनाचंी उततरे अगदी सहज 

चमळतात.

जरा आठवूया.

माटगीन  : सामग्री सारणी सवरूपात मांडूनसतुद्धा वरील कामात अचधक सतुलभता आणता येते, हे आमही मागील 
इयततेत अभयासले आहे. या सारणीला वारंवारता चवतरण सारणी महणतात.

चिचक्षका  :  माटगीन, अगदी बरोबर ! आता ही सारणी आधीचेच उदा. 1 चया आधारे तयार करा.
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उदाहरण (1) मधये सवाांत कमी गतुण 6 आहेत आचण सवाांत जासत गतुण 20 आहेत. महणून सारणीमधये प्राप्ांकांचया 
सतंभात 6 ते 20 प्राप्ाकं चलहा. दुसऱया सतंभात ताळ्ाचया खतुणा करून िेवटचया सतंभात खतुणा मोजून  
वारंवारता चलहा.

वारंवारता चवतरण सारणी
  प्राप्ाकं (गतुण)      ताळ्ाचया खतुणा वारंवारता (f)(चवद्ाथगी संखया) 

6 | 1
7 || 2
8
9

10 ||||| 5

11
12
13
14
15
16
17 |||||  | 6

18
19
20 |||| 4

एकूण N = 50

     N ही सव्व वारंवारतांची बेरीज आहे.

चला, चचा्म करूया.

 वगतीकृत वारंवारता शवतरण सारणी (Grouped frequency distribution table)

वरील वारंवारता चवतरण सारणीमधये,
(1) ही सारणी खूप मोठी झाली असे वाटते काय?
(2) जेवहा सामग्रीतील प्राप्ाकंांची संखया जासत असेल तेवहा ही सारणी तयार करणे कठीण होईल काय?
चिचक्षका : वरील चचवेवरून लक्षात आले की, जेवहा सामग्रीतील प्राप्ांकाची संखया जासत असते तेवहा वारंवारता 

चवतरण सारणीचा चवसतार मोठा होतो. ती तयार करणयास खूप वेळ लागतो. सारणीचा चवसतार आचण 
वेळ कमी करणयासाठी काही उपाय सतुचवता येतील काय?

रोचहत : अिा वेळी सामग्रीचे गट पाडावेत.
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चिचक्षका : िाबबास रोचहत, सामग्रीचे गट पाडले महणजेच वग्व तयार केले तर ती सामग्री आटोपिीर होऊन वेळही 
कमी लागेल.अिा सारणीलाच वगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी महणतात.

ही सारणी दोन पद्धतींनी मांडता येते. (1) समाविेक पद्धती व   (2) असमाविेक पद्धती

  (1) सरावेिक पद्धती (खंशडत वग्म) (Inclusive method)
6, 7, 7, 8, 9, 10, 10, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 12, 12, 12, 12, 12, 13, 13,  
14, 14, 14, 14, 14, 15, 15, 15, 15, 15, 16, 16, 16, 16, 17, 17, 17, 17, 17, 17,  
18, 18, 18, 18, 18, 19, 20, 20, 20, 20
 वरील सामग्रीमधये सवा्वत लहान प्राप्ांक  व सवाांत मोठा प्राप्ांक   आहे. सवाांत मोठ्ा आचण 

सवाांत लहान प्राप्ाकंांतील फरक 20 - 6 = 14 आहे. या फरकालाच सारग्रीचा शवसतार असे महणतात. हा चवसतार 
लक्षात घेऊन सामग्रीचे सोईसकर असे कोणते वग्व तयार करता येतील ? 

(i) 6  ते 8,  9 ते 11, 12 ते 14, 15 ते 17, 18 ते 20 चकंवा
(ii) 6 ते 10, 11 ते15, 16 ते 20 असे वग्व करता येतील.  
ही सारणी तयार करताना 6, 10 आचण तयांमधील सव्व प्राप्ांकांचा 6 ते 10 या वगा्वत समावेि झाला महणून

सारणी तयार करणयाचया या पद्धतीला  समावेिक पद्धती महणतात. 6 ते 10, 11 ते15, 16 ते 20 या वगाांना खंचडत 
वग्व महणतात. 

6 ते 10, 11 ते15 आचण 16 ते 20 हे वग्व घेऊन वरील सामग्रीची वारंवारता चवतरण सारणी तयार करू.

वगगीकृत वारंवारता सारणी (समावेिक पद ्धती)
वग्व ताळ्ाचया खतुणा वारंवारता (f) (चवद्ाथगी संखया)

 6 ते 10 ||||| ||||| 10

11 ते 15 ..... .....
16 ते 20 ..... 20

N =  50
        

जाणून घेऊया.

  सांबखयकीरधील कािी संज्ा (Basic terms in statistics)

(1)  वग्म (Class) : प्राप्ाकंाचया सोईसकर आकाराचया गटांना वग्व असे महणतात. 
   6 ते 10, 11 ते15  हे वग्व 6-10, 11-15 असेही चलचहतात.
(2)  वग्मरया्मदा (Class limits) : वग्व दि्ववणाऱया संखयांना वग्वमया्वदा महणतात.
  6 ते 10 या वगा्वची 6 ही खालची वग्वमया्वदा व 10 ही वरची वग्वमया्वदा आहे. 
(3)  वारंवारता (Frequency) : प्रतयेक वगा्वत जेवढे प्राप्ाकं येतात, तया प्राप्ाकंाचया एकूण संखयेस तया   

 वगा्वची वारंवारता महणतात. 
  वरील सारणीत 11 ते 15 या वगा्वत 20 प्राप्ांक येतात. 11 ते 15 या वगा्वची वारंवारता  

 20 आहे असे महणतात.
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4.  वगाांतर शकंवा वग्मअवकाि (Class width) :  अखचंडत वग्व चदले असताना लगत येणाऱया दोन वगाांचया 
खालचया (चकंवा वरचया) मया्वदांतील फरकाला वगाांतर असे महणतात.

 उदा.  5 - 10, 10 - 15, 15 - 20,  ......  असे वग्व असलयास, 5-10 चे वगाांतर = 10 - 5 = 5 आहे.

5.  वग्मरधय (Class mark) : वगा्वचया खालचया व वरचया वग्वमया्वदेचया सरासरीस वग्वमधय महणतात.

 वग्वमधय  =  
खालची वग्वमया्वदा + वरची वग्वमया्वदा  2    

 उदा. 11 ते 15 या वगा्वचा वग्वमधय  =       +    
2    

= 
26
2  = 13

            
  (2) असरावेिक पद्धती (अखंशडत वग्म) (Exclusive method)

उदा.    6,   10,   10.3,   11,   15.7,   19,   20,   12,   13 हे प्राप्ाकं चदले आहेत. 
 6-10, 11-15, 16-20 असे वग्व घेऊन याची वगगीकृत वारंवारता सारणी तयार करा.
उकल :

वग्व (प्राप्ाकं) ताळ्ाचया खतुणा वारंवारता (f)
6-10 || 2

11-15 ||| 3

16-20 || 2

  वरील सारणीत चदलेलया प्राप्ाकंांपैकी 10.3 व 15.7 हे दोन प्राप्ांक समाचवष्ट करता आले नाहीत. 
 कारण 10.3, 15.7 हा संखया 6-10, 11-15, 16-20 हापैकी कोणतयाही वगा्वत समाचवष्ट होत 
नाहीत. याकररता वग्वरचना बदलावी लागेल. महणून हे वग्व 5-10, 10-15, 15-20, ........ याप्रमाणे सलग 
चलचहलयास वरील प्रशन चनमा्वण होणार नाही. परंततु 10 या प्राप्ाकंांची नोंद 5-10, 10-15 यांपैकी कोणतया वगा्वत 
करायची हा प्रशन चनमा्वण होतो. ही अडचण दूर करणयासाठी 10 हा प्राप्ाकं 5-10 या वगा्वत न घेता 10-15 या 
वगा्वत समाचवष्ट करावा असा संकेत मानतात. महणून 10 ची नोंद 10-15 या वगा्वत होईल. या पद्धतीला असमावेिक 
पद्धती महणतात. अिा प्रकारे वग्व घेतलयामतुळे 10.3 व  15.7 या संखयांचा सारणीमधये समावेि करता आला. 

आता याप्रमाणे वग्व घेऊन आचण संकेत पाळून तयार केलेली सारणी पाहा. 

वगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी (असरावेिक पद्धती)

वग्व (अखंचडत) 
 गतुण

 ताळ्ाचया खतुणा वारंवारता (f) 
(चवद्ाथगी संखया)

  5-10 | 1
10-15   ||||| 5

         15-20 || 2
20-25 | 1
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(1)   20 ते 25 या वगा्वची खालची व वरची मया्वदा  चलहा.

(2)  35 ते 40 या वगा्वचा वग्वमधय काढा.

(3*) एका वगा्वचा मधय 10 असून वग्वअवकाि 6 आहे, तर ताे वग्व कोणता ?

(4)   खालील सारणी पणू्व करा.
    

वग्व (वय वरवे) ताळ्ाचया खतुणा वारंवारता ( f ) (चवद्ाथगी संखया)
12-13 |||||

13-14 ||||| ||||| ||||

14-15
15-16 ||||

N=∑f = 35
  

(5)  एका िाळेचया हररतसेनेतील 45 चवद्ाथयाांपैकी प्रतयेकाने केलेलया वृक्षारोपणाची संखया खाली चदली आहे.
 3, 5, 7, 6, 4, 3, 5, 4, 3, 5, 4, 7, 5 , 3, 6, 6, 5, 3, 4, 5, 7, 3, 5, 6, 4, 4, 3,  

5, 6, 6, 4, 3, 5, 7, 3, 4, 5, 7, 6, 4, 3, 5, 4, 4, 7.
 यावरून अवगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी तयार करा.

(6)  p ची 50 दिांि सथळांपयांत चकंमत खाली चदलेली आहे.
     3.14159265358979323846264338327950288419716939937510
     यावरून दिांि चचनहानंतरचया अंकांची अवगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी तयार करा. 

असमावेिक पद्धती (अखंचडत वग्व)
उंची (सेमी) चवद्ाथगी संखया
145-150 18
150-155 27
155-160 3

समावेिक पद्धती (खंचडत वग्व)
बतुटाचा क्रमांक चवद्ाथगी संखया

2-4 12
 5-7 29

 8-10 7

वगगीकृतअवगगीकृत
इयतता नववीतील
चवद्ाथयाांची वये

चवद्ाथयाांची
संखया

14 12

15 23

16 10

वारंवारता चवतरण सारणी

िे लक्ात ठेवूया.

सरावसंच 7.3
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(7*) खालील सारणीतील माचहतीवरून वगाांतर काढा व अखचंडत वग्व व खचंडत वग्व असणारी वारंवारता चवतरण    
सारणी तयार करा.

वग्वमधय वारंवारता
5 3

15 9
25 15
35 13

         

वग्वमधय वारंवारता
22 6
24 7
26 13
28 4

(8) एका िाळेतील इयतता 9 वीचया 46 चवद्ाथयाांना तयांचया कंपासमधील पशेनसलींची लांबी मोजावयास    
साचंगतली. ती सेंचटमीटरमधये खालीलप्रमाणे आहे.

     16, 15, 7, 4.5, 8.5, 5.5, 5, 6.5, 6, 10, 12, 
13, 4.5, 4.9,  16,  11,  9.2, 7.3, 11.4, 12.7, 13.9, 16, 
5.5, 9.9,  8.4,  11.4, 13.1,  15,  4.8,  10,   7.5,  8.5,  6.5, 
7.2,  4.5,  5.7,  16,   5.7,  6.9,  8.9,  9.2,  10.2,  12.3,  13.7, 
14.5,   10

 0-5, 5-10, 10-15, ..... याप्रमाणे वग्व घेऊन असमावेिक पद्धतीने वगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी 
तयार करा.

(9)  एका गावातील सहकारी दूध संकलन करेंद्रावर 50 वयक्तींनी प्रतयेकी चकती लीटर दूध जमा केले आहे तयाची   
माचहती खाली चदली आहे. 

     27,  75, 5, 99, 70, 12, 15, 20, 30, 35, 45, 80,  
77, 90, 92, 72, 4, 33, 22, 15, 20, 28, 29, 14, 
16,        20,     72, 81, 85, 10, 16, 9, 25, 23, 26, 46, 
55, 56, 66, 67, 51, 57, 44, 43, 6, 65, 42, 36,  
7, 35

 योगय वग्व घेऊन वगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी तयार करा.

(10) एका संसथेला ‘चदवयांग चवकास चनधी’ साठी गावातील 38 लोकांनी प्रतयेकी काही रुपये चदले, ही माचहती  
खाली चदली आहे.

     101,    500,  401,  201,  301,  160,  210,  125, 175, 190, 450, 151, 
101, 351, 251,  451,  151, 260, 360, 410, 150, 125, 161, 195, 
351, 170, 225, 260, 290, 310, 360, 425, 420, 100, 105, 170, 
250, 100

 (i) 100-149, 150-199, 200-249, ... असे वग्व घेऊन वगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी   तयार करा. 
 (ii) सारणीवरून 350 रुपये व तयापके्षा अचधक चनधी  देणाऱयांची संखया चकती आहे हे चलहा.

(i) (ii)
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जाणून घेऊया.

  वरचया वग्वमया्वदेपेक्षा कमी संचचत वारंवारता सारणी (Less than cumulative frequency) 

उदा. इयतता 9 वीचया एका िाळेतील 50 चवद्ाथयाांनी प्रथम घटक चाचणीत गचणतात 40 पैकी चमळवलेलया गतुणांची 
वारंवारता चवतरण सारणी पतुढे चदली आहे. 

वग्व वारंवारता(चवद्ाथगी संखया) (f)
0-10 02
10-20 12
20-30 20
30-40 16

एकूण N = 50
(1)  सारणीवरून खालील चवधानातील ररकामया जागा भरा.

 (i)  10 ते 20 या वगा्वची खालची  वग्वमया्वदा  व वरची वग्वमया्वदा  आहे.

 (ii)  10 पेक्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती ?   2

 (iii)  20 पेक्षा  कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?    2 +    = 14

 (iv)  30 पेक्षा  कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?    +   = 34

 (v)  40 पेक्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?  +  = 50

िे लक्ात ठेवूया.

एखाद्ा चवचिष्ट वगा्वची वारंवारता  आचण तया वगा्वचया आधीचया सव्व वगाांचया वारंवारता यांचया बेरजेला 
तया वगा्वची वरचया मया्वदेपके्षा कमी प्रकारची (Less than cumulative frequency) संचचत वारंवारता  
महणतात. थोडकयात चहला ‘पके्षा कमी संचचत वारंवारता’ सतुद्धा महणतात.

  वरचया वग्वमया्वदेपेक्षा कमी संचचत वारंवारता सारणीचा अथ्व

वग्व 
(गतुण)

वारंवारता पके्षा कमी संचचत 
वारंवारता

0-10 2 2
10-20 12 2 + 12 = 
20-30 20 +20=34
30-40 16 34 +  =50
         एकूण 50

वग्व संचचत
वारंवारता

वरचया वग्वमया्वदेपेक्षा कमीचा अथ्व

0-10 2 2 चवद्ाथयाांना 10 पेक्षा कमी गतुण
10-20 14 14 चवद्ाथयाांना 20 पके्षा कमी गतुण
20-30 34 34 चवद्ाथयाांना 30 पके्षा कमी गतुण
30-40 50 50 चवद्ाथयाांना 40 पके्षा कमी गतुण
           एकूण 50
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(2) खालचया वग्वमया्वदेएवढी चकंवा तयापेक्षा जासत संचचत वारंवारता सारणी

वग्व वारंवारता संचचत वारंवारता
0-10 2 50
10-20 12 50 - 2 = 48
20-30 20 48 - 12 = 36
30-40 16 36 - 20 = 16
       एकूण   50

उदा. एका सपोट््व स लिबचया टेबलटचेनसचया सामनयांसाठी आलेलया खेळाडूंचया वयांचे वगगीकरण खालील सारणीत 
चदले आहे. तयावरून खालची वग्वमया्वदा चकंवा चतचयाहून जासत वारंवारता सारणी पूण्व करा. 

उकल : खालचया वग्वमया्वदेपेक्षा जासत संचचत वारंवारता सारणी

वय (वर्व) ताळ्ाचया खतुणा वारंवारता  
(चवद्ाथगी संखया)

खालची वग्वमया्वदा चकंवा 
चतचयाहून जासत संचचत 

वारंवारता
10-12 |||||  |||| 09      50

12 – 14 ||||| ||||| ||||| |||||  ||| - 9 = 41

14-16 ||||| |||||  ||| 41 - 23 = 

15 – 16 ||||| 05 - 13 =
एकूण  N = 50

(1) खालील संचचत वारंवारता सारणी पणू्व करा

वग्व  (उंची –सेमी मधये) वारंवारता (चवद्ाथगी संखया) पेक्षा कमी संचचत वारंवारता
150-153 05 05
153-156 07 05+  = 
156-159 15 + 15 =
159-162 10  +  = 37
162-165 05 37+5=42
165-168 03  +  = 45

एकूण N = 45

वग्व संचचत 
वारंवारता

खालची वग्वमया्वदा चकंवा 
खालचया वग्वमया्वदेपेक्षा जासतचा अथ्व

0-10 50 50 चवद्ाथयाांना 0 चकंवा 0 पेक्षा जासत गतुण 
चमळाले

10-20 48 48 चवद्ाथयाांना 10 चकंवा10 पेक्षा जासत गतुण 
चमळाले

20-30 36 36 चवद्ाथयाांना 20 चकंवा 20 पेक्षा जासत गतुण 
चमळाले

30-40 16 16 चवद्ाथयाांना 30 चकंवा 30 पके्षा जासत गतुण 
चमळाले. 

सरावसंच 7.4
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(2)  खालील संचचत वारंवारता सारणी पणू्व करा.

वग्व (माचसक उतपन्न रुपये) वारंवारता (वयक्तींची संखया) पेक्षा जासत चकंवा तेवढीच संचचत वारंवारता
1000-5000 45 ..........

5000-10000 19 ..........
10000-15000 16 ..........
15000-20000 02 ..........
20000-25000 05 ..........

एकूण N = 87

(3)  एका वगा्वतील 62 चवद्ाथयाांना गचणत चवरयात 100 पैकी चमळालेले गतुण खाली चदले आहेत. 
 0-10, 10-20 ..... हे वग्व घेऊन वारंवारता सारणी आचण संचचत वारंवारता सारणी (पेक्षा जासत) तयार करा.  

 55, 60, 81, 90, 45, 65, 45, 52, 30, 85, 20, 10,  
 75, 95, 09, 20, 25, 39, 45, 50, 78, 70, 46, 64,  
 42, 58, 31, 82, 27, 11, 78, 97, 07, 22, 27, 36,  
 35, 40, 75, 80, 47, 69, 48, 59, 32, 83, 23, 17,  
 77, 45, 05, 23, 37, 38, 35, 25, 46, 57, 68, 45,  
 47, 49

तयार केलेलया सारणीवरून खालील प्रशनांची उततरे चलहा.
 (i)  40 चकंवा 40 पके्षा अचधक गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?
 (ii)  90 चकंवा 90 पके्षा अचधक गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती ?
 (iii)  60 चकंवा 60 पके्षा अचधक गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती
 (iv)  0-10 या वगा्वची पके्षा जासत चकंवा तेवढीच संचचत वारंवारता चकती?

(4)  वरील उदाहरण (3) साठी पेक्षा कमी संचचत वारंवारता सारणी तयार करा यावरून खालील प्रशनांची उततरे चलहा. 
 (i)  40 पेक्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?
 (ii)  10 पेक्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती ?
 (iii)  60 पेक्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?
 (iv)  50-60 या वगा्वची पके्षा कमी संचचत वारंवारता चकती?

जाणून घेऊया.

  केंद्ीय प्रवृततीची पररराणे : (Measures of central tendancy)

 केंद्ीय प्रवृतती : सववेक्षणाने चमळवलेलया सांशखयक सामग्रीमधये सामानयपणे एक गतुणधम्व आढळतो. सामग्रीतील 
एखाद्ा संखयेचया आसपास इतर संखयांची गदगी अचधक झालेली चदसते. समूहाचया या गतुणधमा्वला समूहाची करेंद्रीय 
प्रवृतती महणतात.
 समूहातील जया संखयेचया आसपास इतर संखयांची अचधक गदगी असते, ती संखया तया समूहाचे प्रचतचनचधतव करते 
असे मानतात. अिा संखयेला करेंद्रीय प्रवृततीचे पररमाण महणतात.
 साशंखयकीमधये करेंचद्रय प्रवृततीची पतुढील पररमाणे प्रामतुखयाने वापरली जातात.
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(1)	 मध्य	(Mean)	ः सामग्रीतरील सर्व संख्ांच्ा अंकगणितरी् सरासररीला त्ा सामग्रीचा मध् असे म्हितात.

  सामग्रीचा ‘मध्’ =  
सामग्रीतरील सर्व प्ापाकंांचरी बेररीज

सामग्रीतरील प्ापांकांचरी एकूि संख्ा
  

उदा	(1) 25, 30, 27, 23  आणि  25 ्ा प्ापांकांचा मध् काढा.

उकल	ः 25 30 27 23 25
5

130
5

+ + + +
=  = 26

उदा	(2) इ्तता नरररीच्ा 35 णरद्ार्ाांना प्थम सत्र पररीक्ेत बरीजगणितात 40 पैकी णमळालेले गुि खालरीलप्मािे 
आ्हेत. त्ाररून गुिांचा मध् काढा.
 40,  35,  30,  25,  23,  20,  14,  15,  16,  20,  17,  37,    

 37,  20,  36,  16,  30,  25,  25,  36,  37,  39,  39,  40,    
 15,  16,  17,  30,  16,  39,  40,  35,  37,  23, 16.
उकल	:	्ेथे प्ापांकाचरी संख्ा  जासत असल्ामुळे बेररीज तर करता ्ेईल, परंतु आकडेमोड क्लिष्ट ्होईल. ्ेथे  

3 णरद्ार्ाांना प्त्ेकी 30 गुि आ्हेत. त्ांच्ा गुिांचरी बेररीज 30 + 30 + 30 = 90  अशरी करण्ाऐरजरी 
30 ´ 3 = 90  अशरी करिे सोईचे आ्हे. त्ासाठरी रारंरारता सारिरी उप्ोगरी पडते.

गुि णरद्ाथथी संख्ा fi ´ xi

14 1 14 ´ 1 = 14
15 2 15 ´ 2  = ....
16 5    16 ´ .... = ....
17 2 17 ´ 2 = 34
20 3  .... ´ 3 = ....
23 2 23 ´ 2 = ....
25 3 25 ´ 3 = .....
30 3 .... ´ .... = ....
35 2 35 ´ 2 = 70
36 2 .... ´ .... = ....
37 4 ..... ´ .... = ....
39 3 39 ´ 3 = 117
40 3 .... ´ .... = 120

N= ∑ fi xi = 956

   मध्  x  = f x
N
i i∑ =

956
35

    = 27.31 (अंदाजे)
 \   णदलेल्ा सामग्रीचा मध् 27.31 आ्हे.

संख्ाशासत्रात 
i

n

=
∑

1
 ्हे णचन्ह रापरिे

खूप सोईचे असते. 
i

n

=
∑

1
 fi xi ्ाचा

अथ्व समजून घेऊ. 
i ्हा धन पिूाांक आ्हे.
fi णरद्ार्ाांना प्त्ेकी xi गुि
णमळाले असे समजू. S (णसगमा) ्हे

णचन्ह बेरजेसाठरी रापरले जाते. 
i

n

=
∑

1
 ्हे

णचन्ह i च्ा 1 ते n ्ा  णकमतींसाठरी n 
पदांचरी बेररीज ठररते.
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(2) रधयक (Median) ः सामग्रीतील संखया चढतया (चकंवा उतरतया) क्रमाने मांडतात. या मांडणीतील मधयभागी 
येणाऱया संखयलेा तया सामग्रीचा मधयक महणतात.

 सामग्रीतील प्राप्ांकांची संखया सम असेल तर मधयावर येणाऱया दोन संखयांची सरासरी हा मधयक मानतात.
उदा. (1)    72,  66,  87,  92,  63,  78,  54  या सामग्रीचा मधयक काढा.
उकल ः  चदलेले प्राप्ांक चढतया क्रमाने मांडू.
  54,   63,   66,   72,   78,   87,   92
 ` या मांडणाीत चौथी संखया मधयावर येते, ती 72 आहे.
  \  चदलेलया सामग्रीचा मधयक  = 72

उदा. (2) 30,  25,  32,  23,  42,  36,  40,  33,  21,  43  या  सामग्रीचा मधयक काढा.
उकल ः चदलेले प्राप्ांक चढतया क्रमाने चलहू.
  21,  23,  25,  30,  32,  33,  36,  40,  42,  43
  येथे प्राप्ांकांची संखया 10, महणजे सम आहे.
  \ पाचवी व सहावी अिा दोन संखया मधयावर येतील. तया अनतुक्रमे 32 व 33 आहेत.

  \  सामग्रीचा मधयक  =  32 33
2

65
2

+
=  = 32.5

शवचार करूया.

सामग्रीतील प्राप्ाकंांची संखया n असताना,
(i) n चवरम असेल तर चकतवा प्राप्ाकं तया सामग्रीचा मधयक असेल ?
(ii) n सम असताना चकतवया दोन प्राप्ांकांची सरासरी तया सामग्रीचा मधयक असेल ?

(3) बहुलक (Mode) ः सामग्रीमधये  सवा्वचधक वेळा येणारा प्राप्ांक महणजे तया सामग्रीचा बहुलक होय.
उदा. (1)    90,  55,  67,  55,  75,  75,  40,  35,  55,  95  या सामग्रीचा बहुलक काढा.
उकल ः  सामग्रीतील प्राप्ाकं चढतया क्रमाने मांडले तर कोणता प्राप्ांक सवा्वचधक वेळा आला आहे, हे ओळखणे 
सोपे जाईल.
 चदलेलया सामग्रीचा चढता क्रम ः   35,  40,  55,  55,  55,  67,  75, 75 90, 95 
 यावरून  सवा्वचधक वेळा आलेला प्राप्ांक =  55
 \  चदलेलया सामग्रीचा बहुलक 55.

उदा (2) एका कारखानयातील कामगारांची वये खालील सारणीत चदली आहेत.

वय (वरवे) 19 21 25 27 30
कामगार 5 15 13 15 7

यावरून तयाचंया वयाचा बहुलक काढा.
उकल : येथे सवा्वचधक वारंवारता 15 आहे. परंततु ही वारंवारता दोन प्राप्ांकांची आहे.

    \  बहुलक = 21 व 27   \  वयाचा बहुलक 21 वरवे व  27 वरवे
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सरावसंच 7.5
(1)   मतुकुंदचे 7 वराांचे सोयाबीनचे एकरी उतपन्न श्वंटलमधये 10,7,5,3,9,6,9 असे आहे. यावरून एकरी 

उतपन्नाचा मधय काढा.

(2) चदलेलया सामग्रीचा मधयक काढा. 59,75,68,70,74,75,80

(3)  गचणताचया गृहपाठांत 7 चवद्ाथयाांना चमळालेले 100 पैकी गतुण खालीलप्रमाणे आहेत.
  99, 100, 95, 100, 100, 80, 90 यावरून चमळालेलया गतुणांचे बहुलक काढा.
(4)  एका कारखानयातील 30 कामगारांना चमळत असलेला माचसक पगार रुपयांमधये खालीलप्रमाणे आहे.
  5000, 7000, 3000, 4000, 4000, 3000, 3000, 3000, 8000, 4000,     

4000, 9000, 3000,  5000, 5000, 4000, 4000, 3000, 5000, 5000,     
6000, 8000, 3000, 3000, 6000, 7000, 7000, 6000, 6000, 4000  

  यावरून कामगारांचा माचसक पगाराचा मधय काढा.
(5)  एका टोपलीतील 10 टोमॅटोंचे वजन ग्रॅममधये प्रतयेकी 60, 70, 90, 95, 50, 65,70, 80, 85, 95 अिी 

आहेत. यावरून  टोमॅटोंचया वजनांचा मधयक काढा.
(6)  एका हॉकी खेळाडूने 9 सामनयांत केलेले गोल खालीलप्रमाणे आहेत. 
  5, 4, 0, 2, 2, 4, 4, 3, 3  यावरून मधय, मधयक व बहुलक काढा.
(7)  50 प्राप्ांकांचा मधय  80 आला. परंततु यांतील 19 हा प्राप्ांक चतुकून 91 घेणयात आला असे नंतर लक्षात  

आले, तर दुरुसतीनंतरचा मधय चकती? 
(8)  येथे 10 प्राप्ाकं चढतया क्रमाने मांडलेले आहेत, 2, 3, 5, 9, x + 1, x + 3, 14, 16, 19, 20 जर 

तयाचंा मधयक 11 आहे तर x ची चकंमत काढा.
(9*)  35 प्राप्ांकांचा मधय 20 आहे. यांपैकी पचहलया 18 प्राप्ाकंांचा मधय 15 व िेवटचया 18 प्राप्ांकांचा   

मधय 25 असेल तर 18 वा प्राप्ाकं काढा.
(10)   पाच प्राप्ाकंांचा मधय 50 आहे. यांपैकी एक प्राप्ांक कमी झालयास मधय 45 होतो, तर तो प्राप्ांक   

कोणता?
(11*) एका वगा्वत 40 चवद्ाथगी असून तयांपैकी 15 मतुलगे आहेत. एका परीक्षेत मतुलगयांना चमळालेलया गतुणांचा मधय 

33 व मतुलींचया गतुणांचा मधय  35 आहे यावरून वगा्वतील एकूण चवद्ाथयाांना चमळालेलया गतुणांचा मधय 
काढा.

(12)  10 चवद़याथयाांची चकलोग्रॅममधील वजने खालीलप्रमाणे आहेत.  
  40, 35, 42, 43, 37, 35, 37, 37, 42, 37  यावरून बहुलक काढा..
(13)   खालील सारणीत काही कुटुंबांतील 14 वराांखालील अपतयांची संखया दि्ववली आहे. यावरून 14 वरा्वखालील 

अपतयांचया संखयांचा बहुलक काढा.
अपतयांची संखया 1 2 3 4
कुटुंबे (वारंवारता) 15 25 5 5

(14)  खालील सामग्रीचा बहुलक काढा.
प्राप्ाकं (गतुण) 35 36 37 38 39 40
चवद्ाथगी संखया 09 07 09 04 04 02
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 ‘करेंद्रीय प्रवृततीचे कोणते पररमाण घेणे योगय असते ?’ या प्रशनाचे उततर, ते कोणतया हेतूने चनवडायचे याचयािी 
संबचंधत असते.
 समजा, एखाद्ा चक्रकेटचया खेळाडूने सलग अकरा सामनयांमधये अनतुक्रमे  41, 58, 35, 80, 23, 12, 63,  
48, 107, 9 आचण 73 धावा काढलया. तयाचे एकूण कतृ्वतव ठरवताना तयाने प्रतयेक सामनयात काढलेलया धावा 
चवचारात घेणे आवशयक आहे. महणून तयाचया धावांची करेंद्रीय प्रवृतती ‘मधय’ या पररमाणाने ठरवणे योगय होईल.
 तसेच कपडे तयार करणाऱया एखाद्ा कंपनीला कोणतया मापाचे िट्व जासत संखयेने चिवावे ते ठरवायचे आहे. 
तयासाठी (34, 36, 38, 40, 42, 44 यांपैकी) कोणतया मापाचे िट्व अचधकाचधक लोक वापरतात हे सववेक्षणाने 
िोधावे लागेल. महणजे करेंद्रीय प्रवृततीचे ‘बहुलक’ हे पररमाण चनवडणे योगय होईल.

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 7
(1)  योगय पया्वय चनवडा. 
 (i) खालीलपैकी कोणती  सामग्री प्राथचमक सामग्री नाही ?
  (A)  वगा्वला भेट देऊन चवद्ाथयाांचया हजेरीची माचहती गोळा केली.
  (B)  प्रतयक्ष भेट देऊन घरातील वयक्तींचया संखयेची माचहती गोळा केली.
  (C)  तलाठ्ाकडे जाऊन गावातील प्रतयेक िेतकऱयाचे सोयाबीनचया लागवडीखालील क्षेत् नोंदवले.
  (D)  प्रतयक्ष पाहणी करून नालयांचया सवचछतेची माचहती घेतली.

 (ii)  25-35 हा वगा्वची वरची वगा्वमया्वदा कोणती ?
  (A) 25  (B) 35  (C) 60 (D) 30

 (iii)  25-35 हा वगा्वचा वग्वमधय कोणता?
  (A) 25  (B) 35  (C) 60 (D) 30

 (iv)  0-10, 10-20, 20-30 ....... असे वग्व असणाऱया  वारंवारता सारणीत 10 हा प्रप्ांक कोणतया  
  वगा्वत समाचवष्ट करावा ?
  (A) 0-10   (B) 10-20  (C) 0-10 व 10-20 हा दोनही वगाांत   (D) 20-30

 (v*)  जर x  हा x1,x2............xn आचण y  हा y1, y2,……….yn चा मधय असेल आचण z  हा   
  x1,x2............xn , y1, y2,……….yn यांचा मधय असेल तर  z = ?

  (A) 
x y+

2     (B) x + y    (C) 
x y
n
+

  (D) 
x y
n

+
2

 (vi*) पाच संखयांचा मधय 50 असून तयांतील 4 संखयांचा मधय 46 आहे, तर पाचवी संखया कोणती ?
  (A) 4   (B) 20  (C) 434 (D) 66
 (vii*)  100 प्राप्ाकंांचा मधय 40 आहे. जर तयांतील 9 वा प्राप्ांक 30 आहे. तयाचया जागी 70 घेतले व  
   उरलेले प्राप्ाकं तसेच ठेवले तर नवीन मधय काेणता आहे ?
  (A) 40.6      (B) 40.4      (C) 40.3      (D) 40.7
 (viii) 19, 19, 15, 20, 25, 15, 20, 15 हा सामग्रीचा बहुलक कोणता ?
  (A) 15      (B) 20      (C) 19      (D) 25
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 (ix) 7, 10, 7, 5, 9, 10 हा सामग्रीचा मधयक कोणता?
  (A) 7        (B) 9        (C) 8       (D) 10
 (x) खालील सारणीनतुसार 30-40 हा वगा्वची वरचया वग्वमया्वदेपेक्षा कमी संचचत वारंवारता चकती?  

वग्व 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50
वारंवारता 7 3 12 13 2

  (A) 13       (B) 15       (C) 35        (D) 22

(2)  20 कम्वचाऱयांचया पगारांचा मधय 10,250 रुपये आहे. जर तयामधये काया्वलय प्रमतुखाचा पगार चमळवला तर  
मधय 750 रुपयांनी वाढतो, तर काया्वलय प्रमतुखाचा पगार काढा.

(3) नऊ संखयांचा मधय 77 आहे, जर तयांचयामधये पतुनहा एक संखया चमळवली असता मधय 5 ने वाढतो, तर 
चमळवलेली संखया कोणती?

(4) एका िहराचे एका मचहनयाचे दररोजचे कमाल तापमान सशेलसअस अंिांमधये खालीलप्रमाणे आहे. योगय वग्व 
घेऊन वगगीकृत वारंवारता चवतरण सारणी (सलग वग्व) तयार करा.

 29.2,   29.0,   28.1,   28.5,   32.9,   29.2,   34.2,   36.8,   32.0,   31.0,
 30.5,   30.0,   33,      32.5,   35.5,   34.0,   32.9,   31.5,   30.3,   31.4,
     30.3,   34.7,   35.0,   32.5,   33.5,   29.0,   29.5,   29.9,   33.2,  30.2
 सारणीवरून खालील प्रशनांची उततरे चलहा.
 (i)  कमाल तापमान 34°c  पके्षा कमी असणारे चदवस चकती?
 (ii)  कमाल तापमान 34°c चकंवा तयापेक्षा  जासत असणारे चदवस चकती ?

(5) जर खालील प्राप्ांकांचा मधय 20.2 असेल तर p ची चकंमत काढा-
xi 10 15 20 25 30

fi 6 8 p 10 6

(6) मॉडेल हायसकूल नांदपूर येथील इयतता 9 वीचया 68 चवद्ाथयाांनी लेखी परीक्षेत गचणतात 80 पैकी चमळवलेले 
गतुण खाली चदले आहेत.

 70,    50,    60,    66,     45,    46,    38,    30,     40, 47,    56,   68,    
 80, 79,  39,  43, 57,    61,    51,    32,   42,    43,  75,   43, 
 36,   37,  61,  71,    32,    40,    45,    32,    36,   42,   43,   55,    
 56,   62,    66,   72,  73,  78,  36,  46, 47,  52,   68,   78, 
 80,   49,   59,   69,    65,  35,  46,  56,   57,   60,     36,    37,  
 45,  42,  70,   37,  45,    66,  56,    47
 30-40, 40-50 ...... हे वग्व घेऊन वरचया वग्व मया्वदेपेक्षा कमी संचचत वारंवारता सारणी तयार करा.  
     तया सारणीचया आधारे पतुढील प्रशनांची उततरे चलहा.
 (i) 80 पके्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?
 (ii) 40 पेक्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती ?
 (iii) 60 पके्षा कमी गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती
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गशणती गंरत

(7) उदा. 6 मधील सामग्रीचया आधारे 30-40, 40-50 ........... असे वग्व घेऊन खालचया वग्व मया्वदेपेक्षा 
जासत संचचत वारंवारता सारणी तयार करा. यावरून

 (i) 70 चकंवा 70 पके्षा जासत गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?
 (ii) 30 चकंवा 30 पके्षा जासत गतुण चमळवणारे चवद्ाथगी चकती?
(8) खालील 10 प्राप्ांक चढतया क्रमाने मांडलेले आहेत.
 45,47,50,52,x, x+2, 60,62,63,74 यांचा मधयक 53 आहे. यावरून x ची चकंमत काढा. तसेच

 चदलेलया सामग्रीचा मधय व बहुलक काढा.

���

पासकलचा शत्रकोण शकंवा रेरूप्रसतर
      
       1
      1  1
     1  2  1
    1  3  3  1
   1  4  6  4  1
  1  5  10  10  5  1

  

संखयाचंा वरील आकचृतबंध चत्कोणाकार मांडणीत आहे. ही मांडणी पासकलचा चत्कोण महणून 
ओळखली जाते. या मांडणीतील पतुढील तीन ओळी ततुमही चलहा. या मांडणीत आडवया ओळींत 
येणाऱया संखया (x + y) या द्च्वपदीचया घातांचया चवसताराचे क्रमवार येणारे सहगतुणक असतात. 
खालील चवसतार पाहा.

 (x + y)0 = 1
 (x + y)1 = 1x + 1y
 (x + y)2 = 1x2 + 2xy + 1y2 
 (x + y)3 = 1x3 +  3x2y + 3xy2 + y3 
 (x + y)4 = 1x4 +  4x3y + 6x2y2 + 4xy3  + 1y4 

या चवसतारांतील x आचण y चया घातांकांचे चनरीक्षण करा. तयावरून (x + y)10 चा चवसतार चलचहणयाचा 
प्रयतन करा.
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उततरसूची
1.  संच

सरावसंच 1.1

(1) (i) {2, 4, 6, 8, ...}   (ii) {2}   (iii)  {-1, -2, -3, ...} (iv) {सा, रे, ग, म, प, ध, नी}
(2) (i) 3

4 हा संच Q चा घटक आहे.  (ii) -2 हा संच N चा घटक नाही.
 (iii) संच P चे घटक p असे आहेत की p ही चवरम संखया आहे. 
(4) (i) A = {चैत्, वैिाख, जयेष्ठ, आराढ, श्ावण, भाद्रपद, अशशवन, काचत्वक, 
   अग्रहायण, पौर, माघ, फालगतुन}
 (ii) X = {C, O, M, P, L, E, N, T}     (iii) Y = {नाक, कान, डोळे, जीभ, तवचा}
 (iv) Z = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}
 (v) E = {आचिया, अाचफ्का, यतुरोप, ऑसटट्ेचलया, अंटाशकट्वका, दचक्षण अमेररका, उततर अमेररका}
(5) (i)  A = {x | x = n2, n Î N, n £ 10} (ii) B = {x | x = 6 n, n Î N, n < 9 }
 (iii) C = {y | y हे  ‘SMILE’ या िबदातील अक्षर आहे.}
 (iv) D = {z | z हा आठवड्ातील चदवस आहे.} (v) X = {y | y हे ‘eat’ या िबदातील अक्षर आहे}

सरावसंच 1.2
(1) A = B = C      (2)  A = B    (3)  संच A आचण C  हे ररक्त संच आहेत.
(4) (i), (iii), (iv), (v) या उदाहरणातील संच सांत संच आहेत तर  (ii), (vi), (vii) यांतील संच अनंत  
 संच आहेत.

सरावसंच 1.3
(1) (i), (ii), (iii), (v) यांतील चवधाने असतय तर (iv), (vi) यांतील चवधाने सतय आहेत.
(4) {1}, {3}, {2},  {7}, {1, 3}, {1, 2}, {1, 7}, {3, 2}, {3, 7}, {2, 7}, {1, 3, 2},  
  {1, 3, 2, 7}  यांसारखे   कोणतीही 3.
(5) (i) P Í H,  P Í B,  I Í M,  I Í B,  H Í B,  M Í B    (ii) संच B
(6) (i) N, W, I यांपैकी कोणताही संच          (ii)  N, W, I यांपैकी कोणताही संच
(7) गचणतात 50% पके्षा कमी गतुण चमळवणाऱया चवद्ाथयाांचा संच

सरावसंच 1.4
(1) n (B) = 21           (2) एकही पेय न घेणाऱया चवद्ाथयाांची संखया  = 5
(3) एकूण चवद्ाथयाांची संखया   =  70
(4) चगररभ्रमण व आकािदि्वन या दोनहींपैकी किाचीच आवड नसणाऱया चवद्ाथयाांची संखया  = 20
  फक्त चगररभ्रमण आवडणारे चवद्ाथगी  = 20, फक्त आकािदि्वन आवडणारे चवद्ाथगी  =  70
(5) (i)  A = {x, y, z, m, n} (ii) B = {p, q, r, m, n}
 (iii) A È B = {x, y, z, m, n, p, q, r} (iv) U = {x, y, z, m, n, p, q, r, s, t}
 (v) A¢ = {p, q, r, s, t}      (vi) B¢ = {x, y, z, s, t}   (vii) (A È B)¢ = {s, t}
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संकीण्म  प्रशनसंग्रि 1

(1) (i)  (C)    (ii)  (D)    (iii)  (C)   (iv)  (B)    (v)  (A)   (vi)  (A)
(2) (i)  (A)    (ii) (A)     (iii)  (B)   (iv)  (C)
(3) फक्त इंग्रजी बोलणारे  57,  फक्त फ्रेंच बोलणारे  28,   दोनही भारा बोलणारे 15
(4) 135       (5)  12    (6)  4
(7) (i)     (ii)    (iii)

(8) S Í X,  V Í X,  S Í X,  T Í X,  S Í Y,  S Í V,   S Í T,  V Í T,  Y Í T,
(9) M  È f  =  M,      M  Ç f  =  f
(10) U = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 13}, A = {1, 2, 3, 5, 7} B = {1, 5, 8, 9, 10}
 M  È B = {1, 2, 3, 5, 7, 8, 9, 10},      A  Ç B = {1, 5}

(11) n (A  È B) = 16

2.  वासतव संखया
सरावसंच 2.1

(1) खंचडत ः (i),  (iii),  (iv)      अखंड आवतगी ः (ii), (v)
(2) (i) 0.635   (ii)  0.25    (iii)   .3 285714    (iv)  0.8   (v)  2.125
(3) (i)   3

2      (ii)  99
37     (iii)  99

314     (iv)   99
1574     (v)  999

2512

सरावसंच 2.2

(4) (i) -0.4,  -0.3, 0.2 यांसारखया असंखय संखया 
 (ii)  -2.310,  -2.320,   -2.325 यांसारखया असंखय संखया
 (iii) 5.21,  5.22,  5.23 यांसारखया असंखय संखया
 (iv)  -4.51,  -4.55,  -4.58 यांसारखया असंखय संखया

सरावसंच 2.3

(1) (i) 3   (ii)  2    (iii)  4  (iv)  2    (v)  3
(2) (i), (iii),  (vi)  करणी आहे. व (ii),  (iv),  (v)  करणी नाही.
(3) सजातीय करणी:  (i),  (iii),  (iv)   व  चवजातीय करणी : (ii),   (v),   (vi)

(4) (i) 3 3      (ii) 5 2      (iii)  5 10    (iv) 4 7      (v)  2 42

(5) (i)  7 2 5 32      (ii)  247 274<     (iii) 2 7 28=     

 (iv)  5 5 7 5<     (v)  4 42 9 2>    (vi)  5 3 91    (vii)  7  >  2 5

(6) (i)  13 5     (ii)  10 5     (iii) 24 3     (iv)  5
12 7  

  83
  89

93
97

91
   95
99

X Y
   3
5
   7

4 8

A B P Q   a
c
   f

l
  m
n

b
e
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(7) (i)  54    (ii)   126 5     (iii)  6 10    (iv)  80

(8) (i)  7    (ii)  2
5     (iii)  2    (iv) 62  .

(9) (i) 5
3 5      (ii) 14

14      (iii) 7
5 7       (iv) 9

2 3      (v)  3
11 3   

सरावसंच 2.4

(1) (i)  -3 +  21    (ii)  10 14-     (iii)  -18 + 13 6

(2) (i)  5
7 2-      (ii)  

3 2 5 3 2

2

+( )
    (iii)  28 - 16 3    (iv)  4 - 15

सरावसंच 2.5

(1) (i) 13 (ii) 5 (iii) 28  (2) (i) 2  चकंवा 3
4   (ii) 1 चकंवा  6 (iii) -2 चकंवा 18 (iv) 0 चकंवा -40

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 2

(1) (i)  B     (ii)  D    (iii)  C     (iv)  D    (v)  A  

 (vi)  C  (vii)  C   (viii)  C   (ix)  C    (x)  B

(2) (i)  1000
555     (ii) 999

29539     (iii)  999
9306     (iv) 999

357060      (v)  999
30189

(3) (i)  - .0 714285     (ii) 0. 81     (iii)  2.2360679...   (iv)  .9 307692    (v)  3.625

(5) (i)  2
3 2     (ii)  3

5 5-

(6) (i)   2    (ii)  2    (iii) 3     (iv)  10       (v) 2     (vi) 11

(7) (i)  6 3     (ii)   3
34 3    (iii)   2

15 6    (iv)  -25 3     (v) 3
8 3

(8) (i)   5
5    (ii) 21

2 7      (iii) 3 2+    (iv) 37
3 5 2 2-      (v) 

6 4 3 2

23

+( )

3.  बहुपदी
सरावसंच 3.1

(1) (i)  नाही, कारण y
1   मधये y चा घातांक (-1) आहे.

 (ii) नाही, कारण x5  ला मधये x चा घातांक 2
1b l  अपूणाांक आहे.  

 (iii)  आहे.   (iv) नाही, कारण 2m-2 मधये घातांक (-2) आहे. (v)  आहे.
(2) (i)  1    (ii)  3- , (iii)  3

2-

(3) (i)  x7 (ii)  2x35  - 7  (iii)  x8 - 2 x5 + 3 या चतनही उदाहरणांत यांसारखी अनेक उततरे असू िकतात.
(4) (i)  0  (ii)  0  (iii) 2 (iv) 10  (v) 1  (vi) 5   (vii) 3  (viii) 10
(5) (i) वग्व     (ii) ररेीय     (iii) ररेीय    (iv) घन     (v)  वग्व   (vi)  घन
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(6) (i)  m3 + 5m + 3       (ii)  y5 + 2y4 + 3y3 - y2 - 7y -  2
1    

(7) (i)  (1, 0, 0, -2)    (ii)  (5, 0)    (iii)  (2, 0, -3, 0, 7)    (iv)  3
2-b l   

(8) (i)  x2 + 2x + 3    (ii)  5x4 - 1    (iii)  -2x3 + 2x2 - 2x + 2
(9) वग्व बहुपदी ः  x2 ;    2x2 + 5x + 10;  3x2 + 5x;   घन बहुपदी ः x3 + x2 + x + 5;   x3 + 9
 रेरीय बहुपदी ः  x + 7;  द्चवपदी ः  x + 7,  x3 + 9;  चत्पदी ः 2x2 + 5x + 10; एकपदी ः  x2

सरावसंच 3.2

(1) (i)  a + bx      (ii) xy      (iii) 10n + m
(2) (i)  6x3 - 2x2 + 2x     (ii)  -2m4 + 2m3 + 2m2 + 3m - 6 + 2  (iii)  5y2 + 6y +11
(3) (i) -6x2 + 10x      (ii) 10ab2+  a2b - 7ab 
(4) (i)  2x3 - 4x2 - 2x    (ii) x8 + 2x7 + 2x5 - x3 - 2x2 - 2       (iii) -4y4 + 7y2 + 3y
(5) (i)  x3 - 64 = (x - 4) (x2 + 4x + 16) + 0    
 (ii)  5x5 + 4x4 - 3x3 + 2x2 + 2 = ( x2 - x) (5x3 + 9x2 + 6x + 8) + (8x + 2)
(6) a4 + 7a4 b2 + 2b4 

सरावसंच 3.3

(1) (i) भागाकार =  2m + 7,   बाकी  = 45
 (ii)  भागाकार =  x3  +3x - 2,   बाकी  = 9
 (iii) भागाकार =  y2 + 6y + 36,   बाकी  = 0
 (iv)  भागाकार =  2x3 - 3x2 + 7x - 17,   बाकी  = 51
 (v) भागाकार =  x3 - 4x2 + 13x - 52,   बाकी  = 200
 (vi) भागाकार =  y2 - 2y + 3,   बाकी  = 2

सरावसंच 3.4

(1) 5   (2)  1   (3)  4a2 +20    (4)  -11

सरावसंच 3.5

(1) (i) -41   (ii)  7    (iii)  7        (2) (i)  1, 0, -8    (ii)   4, 5, 13     (iii)  -2, 0, 10
(3) 0   (4) 2    (5)  (i) 17  (ii)  2a3 - a2 - a   (iii)  1544    (6) 92   (7)  आहे 
(8)  2     (9)  (i) नाही   (ii)  आहे     (10) 30    (11)  आहे    
(13)  (i)  -3    (ii)  80

सरावसंच 3.6

(1) (i)  (x + 1)  (2x - 1)   (ii) (m + 3) (2m - 1)   (iii)  (3x + 7)  (4x + 11)
 (iv)  (y - 1) (3y + 1)    (v)  (x + 3 )  ( 3 x + 1)   (vi)  (x - 4)  x2

1 1-b l
(2) (i) (x - 3) (x + 2) (x - 2) (x + 1)    (ii)  (x - 13) (x - 2)
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 (iii)  (x - 8)  (x + 2) (x - 4) (x - 2)     (iv) (x2 - 2x + 10) (x2 - 2x - 2)
 (v)  (y2 + 5y - 22) (y + 4) (y + 1)    (vi)  (y + 6) (y - 1) (y + 4) (y + 1)
 (vii)  (x2 - 8x + 18) (x2 - 8x + 13)

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 3

(1) (i) D  (ii)  D  (iii)  C  (iv)  A  (v) C   (vi) A   (vii) D  (viii) C  (ix) A (x) A

(2) (i) 4  (ii) 0   (iii) 9

(3) (i) 7x4 - x3 + 4x2 - x + 9   (ii)  5p4+ 2 p3 + 10p2 + p - 8

(4) (i) (1, 0, 0, 0, 16)     (ii)   (1, 0, 0, 2, 3, 15)

(5) (i) 3x4 - 2x3 +  0x2 +7x + 18    (ii)   6x3 + x2 + 0x + 7    (iii)  4x3 + 5x2 - 3x + 0

(6) (i) 10x4 + 13x3 + 9x2 - 7x + 12     (ii)  p3q + 4p2q  + 4pq + 7

(7) (i) 2x2 - 7y + 16    (ii)  x2 + 5x + 2  

(8) (i) m7 - 4m5 + 6m4 + 6m3 - 12m2 + 5m + 6  

 (ii)  5m5 - 5m4 + 15m3 - 2m2+2m - 6 

(9) बाकी  =  19   (10) m = 1   (11)  एकूण लोकसंखया   = 10x2 + 5y2 - xy

(12)  b = 2
1   (13)  11m2 - 8m + 5      (14)  -2x2 + 8x + 11     (15)  2m + n + 7

4.  गुणोततर प्रराण
सरावसंच 4.1

(1) (i)  6 : 5    (ii)  2 : 3    (iii)  2 : 3
(2) (i)  25 : 11   (ii)  35 : 31  (iii)  2 : 1  (iv) 10 : 17   (v)  2 : 1  (vi)  220 : 153
(3) (i) 3 : 4     (ii)  11 : 25    (iii)  1 : 16   (iv) 13 : 25     (v)  4 : 625
(4) 4 माणसे  (5) (i)  60%    (ii)  94%    (iii)  70%    (iv)  91%    (v)  43.75%
(6) आभाचे वय 18 वरवे आईचे वय 45 वरवे      (7)  6 वराांनी     (8)  रेहानाचे आजचे वय 8 वरवे.

सरावसंच 4.2

(1) (i)  अनतुक्रमे  20, 49, 2.5       (ii)  अनतुक्रमे  7, 27, 2.25

(2) (i)1 : 2p      (ii) 2 : r     (iii) 2  : 1    (iv) 34 : 35

(3) (i)  3
5

7
31     (ii)  3 5

5 7
63

125
=       (iii)  18

5
121
172     
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 (iv)  80
48

45
27

=      (v)    .
.

.

.
5 1
9 2

7 1
3 42

(4) (i)  80o    (ii)  अलबट्वचे आजचे वय 25 वरवे,  सलीमचे आजचे वय 45 वरवे    

 (iii)  लांबी 13.5 सेमी, रुंदी 4.5 सेमी   (iv) 124, 92     (v)  20, 18

(5) (i)  729  (ii)  45 : 7      (6)  2 : 125     (7) x = 5

सरावसंच 4.3

(1) (i)  22 : 13     (ii)  125 : 71    (iii) 316 : 27    (iv)  38 : 11
(2) (i)  3 : 5    (ii)  1 : 6    (iii)  7 : 43   (iv) 71 : 179          (3) 170 : 173
(4) (i)  x = 8    (ii)  x = 9    (iii)  x = 2   (iv)  x = 6    (v)  x = 14

9   (vi) x = 3

सरावसंच 4.4

(1) (i) 36, 22     (ii)  16, 2a - 2b + 2c
(2) (i)  29 : 21     (ii)  23 : 7         (4) (i)  x = 2     (ii)  y = 1

सरावसंच 4.5

(1) x = 4    (2)  x = 14
347      (3)  18, 12, 8  चकंवा   8, 12, 18      (6)  xy

x y+

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 4

(1) (i)  B    (ii) A     (iii) B    (iv)  D    (v)  C
(2) (i)  7 : 16    (ii)  2 : 5    (iii)  5 : 9   (iv)  6 : 7    (v)  6 : 7
(3) (i) 1 : 2     (ii)  5 : 4    (iii)  1 : 1 
(4) (i) व  (iii)  परंपररत प्रमाणात आहेत  (ii) व  (iv)  परंपररत प्रमाणात नाहीत.    (5) b = 9

(6) (i)  7.4%    (ii)  62.5%    (iii) 73.33%    (iv)  31.25%    (v)  12%

(7) (i) 5 : 6    (ii)  85 : 128    (iii) 1 : 2  (iv)  50 : 1    (v)  3 : 5 

(8) (i) 9
17     (ii) 19   (iii)  27

35   (iv)  29
13

(11)   x = 9

5.  दोन चलांतील रेषीय सरीकरणे

सरावसंच 5.1

(3)  (i) x = 3;  y = 1     (ii)  x = 2;  y = 1    (iii)  x = 2;  y = -2   
 (iv)  x = 6;  y = 3    (v)  x = 1;  y = -2  (vi)  x = 7;  y = 1
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सरावसंच 5.2

(1) 5 रुपयांचया 30 नोटा व 10 रुपयांचया 20 नोटा आहेत.
(2) 9

5      (3)  चप्रयांकाचे वय 20 वरवे,  दीचपकाचे वय 14 वरवे   (4) 20 चसंह,  30 मोर
(5) सतुरुवातीचा पगार  ` 3900, वाचर्वक वाढ  ` 150
(6) ` 4000 (7) 36       (8)  ÐA = 900,  ÐB = 400,   ÐC = 500

(9) 420 सेमी     (10)  10
संकीण्म  प्रशनसंग्रि 5

(1) (i)  A    (ii)  C    (iii)  C 

(2) (i) x = 2;  y = 1    (ii)  x = 5;  y = 3    (iii) x = 8;  y = 3   

 (iv)  x = 1;  y = -4    (v) x = 3;  y = 1 (vi) x = 4;  y = 3

(3) (i) x = 1;  y = -1    (ii)  x = 2;  y = 1    (iii) x = 26;  y = 18   (iv)  x = 8;  y = 2    

(4) (i) x = 6;  y = 8    (ii)  x = 9;  y = 2    (iii) x = 2
1 ;  y = 3

1   (5) 35

(6) ` 71    (7) प्रतयेकाचे माचसक उतपन्न अनतुक्रमे  ` 1800 व ` 1400

(8) लांबी 347 एकक, रुंदी 207 एकक  (9) 40 चकमी/तास, 30 चकमी/तास

(10) (i) 54, 45  (ii) 36, 63 इतयादी.

6.  अ्थ्मशनयोजन
सरावसंच 6.1

(1) ` 1200     (2)  दुसऱया वरा्वनंतरचे भांडवल  ` 42,000, मूळ भांडवलावर िेकडा 16 तोटा झाला.   
(3)  माचसक उतपन्न ` 50,000      (4)  श्ी. फनाांडीस       (5)   ` 25,000 

सरावसंच 6.2

(1) (i)  आयकर भरावा लागणार नाही    (ii)  भरावा लागेल     (iii) भरावा लागेल    
 (iv) भरावा लागेल    (v) भरावा लागणार नाही
(2) ` 9836.50

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 6

(1) (i) A     (ii) B     (2) उतपन्न ` 8750      
(3)   चहरालालचा िेकडा फायदा 36.73,  रमचणकलालचा िेकडा फायदा 16.64,  चहरालाल
(4) ` 99383.75  (5) ` 4,00,000 (6) 12.5% 
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(7) रमिेची बचत ` 48000 ; सतुरेिची बचत ` 51000 ; चप्रतीची बचत ` 36000 
(8) (i) ` 213000  (ii) ` 7500  (iii) कर नाही.

7.  सांबखयकी
सरावसंच 7.2

(1) प्राथचमक सामग्री ः (i), (iii),  (iv)  दुययम सामग्री ः (ii)  

सरावसंच 7.3

(1) खालची वग्व मया्वदा = 20,  वरची वग्व मया्वदा = 25      (2) 37.5 (3) 7-13

सरावसंच 7.4

(3) (i) 38   (ii) 3   (iii)  19    (iv) 62           (4)  (i) 24   (ii) 3   (iii)  43    (iv) 43

सरावसंच 7.5

(1) 7 श्वंटल     (2) 74     (3) 100     (4) ` 4900     (5) 75 ग्रॅम     
(6) मधय  = 3,   मधयक  =  3,   बहुलक  = 4     (7) 78.56    (8) x = 9    (9) 20    (10)  70
(11)  34.25    (12) 37 चकग्र ॅ  (13) 2     (14) 35 व  37

संकीण्म  प्रशनसंग्रि 7

(1) (i) C  (ii) B  (iii)  D  (iv)  B   (v)  A  (vi)  D  
 (vii)  B   (viii) A     (ix) C      (x)  C 
(2) ` 26000       (3)  ` 127
(4) (i)  24  (ii) 06 
(5) P = 20    
(6) (i)  66  (ii) 14  (iii) 45
(7) (i) 11  (ii) 68
(8) x = 52,  मधय  = 55.9,   बहुलक  = 52

���
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x + y = 4

2x + 3y =3

x =       , y =  
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1 भूमितीतील िूलभूत संबोध

शेजारील चित्र ओळखले का ? इचजप्त 
मधील चिरॅचमडिे हे चित्र आहे. इ.स.िूर्व 
3000 या काळात एरढ्ा प्रिंड रिना 
िूरवीचया लोकांनी कशा केलया असतील ? 
स्ाितय शासत्र आचि भूचमती या क्ेत्रामंधये 
चरकास झालयाखेरीज अशा रिना होऊ शकत 
नाहीत.

भूचमती या नाराररूनि तया शासत्रािा 
उगम समजतो. ‘भू’ महिजे जमीन अाचि 
‘चमती’ महिजे मािन. यांररून जमीन 
मोजणयाचया गरजेतून हा चरषय चनमा्वि झाला 
असारा.

अनेक देशांत भूचमतीिा चरकास रेगरेगळ्ा काळांत र रेगरेगळ्ा रिनांसाठी झाला. ्ेलस हा आद्य ग्ीक 
गचितज्ञ इचजप्तमधये गेला होता तेवहा तयाने चिरॅचमडिी सारली मोजून र समरूि चत्रकोिांिे गुिधम्व रािरून चिरॅचमडिी 
उिंी ठररली अशी क्ा आहे. िाय्ागोरस हा ्ेलसिा चरद्या्वी होता असेही साचंगतले जाते.

 प्रािीन भारतीयांना देखील भचूमती या चरषयािे सखोल ज्ञान होते. रैचदक काळात भारतीय लोक यज्ञकुंडािी 
रिना करणयासाठी भूचमतीय गुिधमाांिा उियोग करत होते. दोरीचया साहाययाने मािन कसे करारे र चरचरध आकार 
कसे तयार करारेत यािा उले्ख शुलरसूत्रात आढळतो. नंतरचया काळात आय्वभट, रराहचमहीर, ब्रह्मगुप्त, 
भासकरािाय्व इतयादी गचितज्ञांनी या चरषयात मोलािी भर घातली.

जाणून घेऊया.

                                       भूमितीतील िूलभूत संबोध ः मबंदू, रेषा व प्रतल 
                           (Basic concepts in geometry ः point, line and plane)

जयाप्रमािे आिि संखयांिी वयाखया करत नाही तयाप्रमािे चिंदू, रेषा र प्रतल यांचया वयाखया केलया जात नाहीत. 
भचूमतीतील हे काही मूलभूत सिंोध आहेत. रेषा र प्रतल हे चिंदूंिे संि आहेत. रेषा महिजेि सरळ रेषा असते, हे 
धयानात ठेरा.

•	 चिंदू, रेषा र प्रतल
•	 चिंदूिे चनददेशक र अंतर
•	 दरमयानता

•	 सशत्व चरधाने
•	 चसद्धता

चला, मिकूया.
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  मबंदूंचे मनददेिक व अंतर  (Co-ordinates of points and distance)

खालील संखयारेषा िाहा. 

0
A DB EC O

1 2 3 4-4 5-5 -1-3 -2

आकृती 1.1
ये्े D हा चिंदू रेषेररील 1 ही संखया दाखरतो. महिजे 1 ही संखया चिंदू D िा  मनददेेिक आहे असे महितात. 

B चिंदू हा संखयारेषेरर -3 ही संखया दश्वरतो महिून चिंदू B िा चनददेशक -3 हा आहे. तयािप्रमािे A िा चनददेशक 
-5  र  E िा चनददेशक 3 आहे. 

D चिंदूिासून E चिंदू हा 2 एकक अंतरारर आहे महिजेि E र D या चिंदूंमधील अंतर 2 आहे. ये्े एकके मोजून 
आिि दोन चिंदूंमधील अंतर काढू शकतो. या संखयारेषेररील A र B चिंदूंमधील अंतरही 2 आहे. 

आता चिंदूंचया चनददेशकांिा उियोग करून अंतर कसे काढायिे हे िाहू. 
दोन चिंदूंमधील अंतर काढिे महिजे तया चिंदूंचया चनददेशकांिैकी मोठ्ा चनददेशकातून लहान चनददेशक रजा करिे.
D चिंदूिा चनददेशक 1 आहे,   E िा चनददेशक 3 आहे आचि   3 > 1 हे आिलयाला माहीत आहे.

चिंदू  E र D मधील अंतर 3-1 महिजे 2 आहे. 

चिंदू E र D यांमधील अंतर हे d (E,D) असे दश्वरतात. हे अंतर महिजेि l(ED), ही रेख ED िी लांिी 
होय.

d (E, D) = 3 - 1 = 2   
\	 l(ED) = 2  
d (E, D) = l(ED) = 2
तसेि d (D, E) =  2

d (C, D) = 1 - (-2)              
       = 1 + 2 = 3
\	d (C, D) = l(CD) = 3 
तसेि d (D, C) =  3

 d(A,B) काढू. A िा चनददेशक  -5 आहे,   B िा चनददेशक -3 आहे   आचि   -3 > -5
\ d (A, B) = -3 - (-5) = -3+5 = 2. 

ररील सर्व उदाहरिांत चदसून येते, की दोन चभन्न चिंदूंमधील अंतर ही धन संखया असते. तसेि P, Q एकि चिंदू 
असतील तर d( P, Q) = 0, हे धयानात घया.

   

हे लक्ात ठेवूया.

•	 दोन चिंदूंमधील अंतर हे तयांचया चनददेशकांिैकी मोठ्ा चनददेशकातून लहान चनददेशक रजा केलयारर चमळते. 
•	 कोितयाही दोन चिंदूंमधील अंतर ही ऋिेतर रासतर संखया असते. 
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जाणून घेऊया.

  दरमयानता (Betweenness)

 जर P, Q, R हे एकरेषीय चभन्न चिंदू असतील तर खाली चदलयाप्रमािे तीन शकयता संभरतात.

P P PQ QQRR R
आकृती 1.2

  (i) चिंदू Q हा P आचि R यांचया     (ii) चिंदू R हा P आचि Q यांचया   (iii) चिंदू P हा R आचि Q यांचया
 दरमयान असेल.    दरमयान असेल.   दरमयान असेल.

 जर d (P, Q) + d (Q, R) = d (P, R) असेल तर Q हा चिंदू P आचि R चया दरमयान आहे असे  
महितात. ही दरमयानता P - Q - R अशी दश्वरतात. 

उदा (1)  एका संखयारेषेरर A, B आचि C हे चिंदू असे आहेत, की d (A, B) = 5, d (B,C) = 11 आचि 
  d (A, C) = 6, तर तयांिैकी कोिता चिंदू इतर दोन चिंदंूचया दरमयान असेल ?

उकल ः ये्े A, B आचि C यांिैकी कोिता चिंदू इतर दोन चिंदूंचया दरमयान आहे हे खालीलप्रमािे ठररता  
येईल. 

  d(B,C) = 11 . . . .  (I)
  d(A,B) + d(A,C)= 5+6 = 11 . . . . (II)
  \	d (B, C) = d (A, B) + d (A, C) . . . . (I) आचि (II) ररून
  महिजे चिंदू A हा चिंदू B र चिंदू C चया दरमयान आहे.

उदा (2)  एका रसतयारर सरळ रेषेत U, V र A ही शहरे आहेत. U र A यांमधील अंतर 215 चकमी,  
V र A यांमधील अंतर 140 चकमी आचि U र V यांमधील यांतील अंतर 75 चकमी आहे. तर कोिते 
शहर कोितया दोन शहरांचया दरमयान आहे ?

उकल ः  d (U,A) = 215;    d (V,A) = 140;    d (U,V) = 75 
  d (U,V) + d (V,A) = 75 + 140  = 215;  d (U,A) = 215

\	d (U,A) =  d (U,V) + d (V,A)
  \ V हे शहर U र A या शहरांचया दरमयान आहे. 

AB C
65

आकृती 1.3
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उदा (3)  एका संखयारेषरेरील A चिंदूिा चनददेशक 5 आहे. तर तयाि रेषेररील A िासून 13 एकक अंतराररील 
चिंदूंिे चनददेशक काढा.

उकल ः संखयारेषरेर A िासून 13 एकक अंतरारर आकृतीत दाखरलयाप्रमािे A चया डारीकडे T र उजरीकडे 
D असे दोन चिंदू घेऊ.

  

  
  चिंदू A चया डारीकडील चिंदू T िा चनददेशक 5 - 13 = -8 असेल. 
  चिंदू A चया उजरीकडील चिंदू D िा चनददेशक 5 + 13 = 18 असेल. 
  \	चिंदू A िासून 13 एकक अंतराररील चिंदूंिे चनददेशक -8 अाचि 18 असतील.
  पडताळून पाहा ः d (A,D) = d(A,T) = 13

   

  कृती ः

आकृती 1.4

T A
5

5-13 5+13

D
5-8 18

(1) शेजारील आकृतीत चदलेले A, B, C हे चिंदू 
 एकरेषीय आहेत का, हे दोरा तािून धरून तिासा. 
 ते एका रेषेत असलयास कोिता चिंदू इतर दोन 
 चिंदूंचया दरमयान आहे ते चलहा.

(2) शेजारील आकृतीत चदलेले P, Q, R, S हे िार 
 चिंदू आहेत. तयांिैकी कोिते तीन चिंदू एकरेषीय 
 आहेत र कोिते तीन चिंदू एकरेषीय नाहीत ते 
 तिासा. एकरेषीय असिाऱया तीन चिंदूंमधील 
 दरमयानता चलहा.

(3) करायतीसाठी मुलांना सरळ ओळींमधये उभे राहणयास सांचगतले आहे. प्रतयेक ओळीतील मुले सरळ  
 रेषेत आहेत का हे कसे तिासाल ?

(4) प्रकाशचकरि एका सरळ रेषेत जातात हे तुमही कसे िडताळले होते ? आधीचया इयततेत केलेला 
 चरज्ञानातील प्रयोग आठरा.

A B C

Q

P

R
S
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सरावसंच 1.1

1. खाली चदलेलया संखयारेषेचया आधारे िुढील अंतरे काढा. 

 आकृती 1.5

A B C D EH OQ JP K
-5 -4 -2 31-1-3 0 2 4 5 6

 (i) d(B,E)   (ii) d(J, A)  (iii) d(P, C)   (iv) d(J, H)  

 (v) d(K, O)  (vi) d(O, E)   (vii) d(P, J)   (viii) d(Q, B)

2. चिंदू A िा चनददेशक x आचि चिंदू B िा चनददेशक y आहे. तर खालील िाितीत d(A, B) काढा. 

 (i) x = 1, y = 7  (ii) x = 6, y = -2  (iii) x = -3, y = 7 

 (iv) x = -4, y = -5  (v) x = -3, y = -6  (vi) x = 4, y = -8

3. खाली चदलेलया माचहतीररून कोिता चिंदू इतर दोन चिंदूंचया दरमयान आहे ते ठररा. चदलेले चिंदू एकरेषीय 

नसतील तर तसे चलहा. 

 (i) d(P, R) = 7,   d(P, Q) = 10,  d(Q, R) = 3

 (ii) d(R, S) = 8,   d(S, T) = 6,   d(R, T) = 4

 (iii) d(A, B) = 16,  d(C, A) = 9,  d(B, C) = 7

 (iv) d(L, M) = 11,  d(M, N) = 12,  d(N, L) = 8

 (v) d(X, Y) = 15,   d(Y, Z) = 7,  d(X, Z) = 8

 (vi) d(D, E) = 5,   d(E, F) = 8,   d(D, F) = 6

4. एका संखयारेषेरर A, B, C हे चिंदू असे आहेत की,  d(A,C) = 10, d(C,B) = 8 तर d(A, B) काढा.

सर्व िया्वयांिा चरिार करा. 

5. X, Y, Z हे एकरेषीय चिंदू आहेत, d(X,Y) = 17, d(Y,Z) = 8 तर d(X,Z) काढा. 

6. आकृती काढून प्रशनांिी उततरे चलहा. 

  (i) जर A-B-C आचि l(AC) = 11, l(BC) = 6.5,  तर l(AB) =?

 (ii) जर R-S-T आचि l(ST) = 3.7, l(RS) = 2.5,  तर l(RT) =?

 (iii) जर X-Y-Z आचि l(XZ) = 3 7  , l(XY) = 7 ,  तर l(YZ) =?

 7. एकरेषीय नसलेले तीन चिंदू कोिती आकृती तयार करतात ?
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जाणून घेऊया.

इयतता नररीचया गचित भाग I मधय े‘संि’ या प्रकरिात आिि संयोगसंि, छेदसंि यांिा अभयास केला आहे. 
यािा उियोग करून रेषाखंड, चकरि, रेषा यािंे रि्वन चिंदूसंि रूिात करू.

आकृती 1.7
A B P

आकृती 1.9
A M B

(1)  रेषाखंड (Line segment) ः 
 चिंदू A, चिंदू B आचि या दोन चिंदूंचया दरमयानिे सर्व 
 चिंदू यािंा संयोगसंि महिजे रेषाखंड AB असतो. 
 रेषाखंड AB हे ्ोडकयात रेख AB असे चलचहतात. 
 रेख AB महिजेि रेख BA. 
 चिंदू A र चिंदू B हे रेख AB िे अंतयचिंदू आहेत. 
 रेषाखंडाचया अंतयचिंदूंमधील अंतराला तया रेषाखंडािी लांिी महितात. l(AB) = d (A,B)
 l(AB) = 5 हे AB = 5 असेही चलचहतात. 

आकृती 1.8

A B

DC

आकृती 1.6
A B

(2)  मकरण AB (Ray AB) ः 
 समजा A आचि B हे दोन चभन्न चिंदू आहेत. रेख AB 
 ररील चिंदू आचि A-B-P असे सर्व चिंदू P यािंा 
 संयोगसंि महिजे चकरि AB होय. ये्े चिंदू A ला  
 चकरिािा आरंभचिंदू महितात.

(5)  रेषाखंडांचया एकरूपतेचे गुणधि्म (Properties of congruent segements) ः 
 (i) िरारत्वनता (Reflexivity) रेख AB @ रेख AB 
 (ii) समचमतता (Symmetry) जर रेख AB @ रेख CD तर रेख CD @ रेख AB
 (iii) संक्ामकता (Transitivity) जर रेख AB @ रेख CD र रेख CD @ रेख EF तर रेख AB @ रेख EF

(3)  रेषा AB (Line AB) ः 

चकरि AB िा चिंदूसंि आचि तयाचया चररूद् ध चकरिािा चिंदूसंि चमळून जो संयोगसंि तयार होतोे तो महिजे 
रेषा AB हा चिंदूसंि आहे. 
रेख AB िा चिंदूसंि हा रेषा AB चया चिंदूसंिािा उिसंि आहे.

(4)  एकरूप रेषाखंड (Congruent segments) ः
 जर चदलेलया दोन रेषाखंडांिी लािंी समान असेल 
 तर ते रेषाखंड एकरूि असतात. 
 जर l(AB) = l(CD) तर रेख AB @ रेख CD

(6)  रेषाखंडाचा िधयमबंदू (Midpoint of a segment) ः
 जर A-M-B आचि रेख AM @ रेख MB, तर M चिंदू हा 
 रेख AB िा मधयचिंदू आहे असे महितात. प्रतयेक रेषेाखंडाला  
 एक आचि एकि मधयचिंदू असतो. 
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आकृती 1.10

A B

C D

आकृती 1.11

A B

C

D

(7)  रेषाखंडांची तुलना (Comparison of segments) ः
रेख AB िी लांिी रेख CD िेक्ा कमी असेल, महिजेि जर 
l(AB) < l(CD) तर रेख AB < रेख CD चकंरा  
रेख CD > रेख AB असे चलचहतात. 
रेषाखंडािा लहान-मोठेििा हा तयांचया लांिीरर अरलंिून 
असतो.

(8)  रेषाखंडांची मकंवा मकरणांची लंबता
 (Perpendicularity of segments or rays) ः

दोन रेषाखंड, दोन चकरि चकंरा एक चकरि र एक रेषाखंड यांना 
सामारिाऱया रेषा जर िरसिरांना लंि असतील तर ते दोन 
रेषाखंड, ते दोन चकरि चकंरा एक चकरि आचि एक रेषाखंड 
िरसिरांना  लंि आहेत असे महितात. 
आकृती 1.11 मधये रेख AB ^ रेषा CD,
 रेख AB ^ चकरि CD.

(9)  मबंदूचे रेषेपासूनचे अंतर  (Distance of a point  from  
 a line) ः
 जर रेख CD ^ रेषा AB आचि चिंदू D हा रेषा AB रर असेल 
 तर रेख CD चया लांिीला चिंदू C िे रेषा AB िासूनिे अंतर  
 असे महितात. 
 चिंदू D ला CD या लिंािा लंबपाद महितात.  
 जर l(CD) = a, तर C चिंदू रेषा AB िासून a अंतरारर आहे 
 असे महितात.

आकृती 1.12
A D B

C

सरावसंच 1.2

 1. खालील सारिीत संखयारेषेररील चिंदूंिे चनददेशक चदले आहेत. तयाररून िुढील रेषाखंड एकरूि आहेत का ते 
  ठररा.

चिंदू A B C D E
चनददेशक -3 5 2 -7 9

  (i) रेख DE र रेख AB  (ii) रेख BC र रेख AD  (iii) रेख BE र रेख AD 

 2. चिंदू M हा रेख AB िा मधयचिंदू अाहे आचि AB = 8 तर AM = चकती?

 3. चिंदू P हा रेख CD िा मधयचिंदू अाहे आचि CP = 2.5 तर रेख CD िी लांिी काढा. 

 4. जर AB = 5 सेमी, BP = 2 सेमी आचि AP = 3.4 सेमी तर या रेषाखंडािंा लहान-मोठिेिा ठररा. 
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 5. आकृती 1.13 चया आधारे खालील प्रशनांिी उततरे चलहा.  

 (i) चकरि RP चया चररुद्ध चकरिािे नार चलहा. 

 (ii) चकरि PQ र चकरि RP  यािंा छेदसंि चलहा. 

 (iii) रेख PQ र रेख QR िा संयोग संि चलहा.

 (iv) रेख QR  हा कोिकोितया चकरिािंा उिसंि आहे?

 (v) R हा आरंभचिंदू असलेलया चररूद ्ध चकरिांिी जोडी चलहा.

 (vi) S हा आरंभचिंदू असलेले कोितेही दोन चकरि चलहा.

 (vii) चकरि SP आचि चकरि ST यािंा छेदसिं चलहा.

 6. खालील आकृती 1.14 चया आधारे प्रशनांिी उततरे चलहा. 
 

आकृती 1.14

UR Q L P A B C V D
-4-6 -2 0 2 4 6

 (i) चिंदू B िासून समदूर असिारे चिंदू कोिते?  
 (ii) चिंदू Q िासून समदूर असिाऱया चिंदूंिी एक जोडी चलहा.
 (iii) d (U,V), d (P,C),  d (V,B), d (U, L) काढा. 

जाणून घेऊया.

  सित्म मवधाने आमण वयतयास (Conditional statements and converse)

जी चरधाने जर-तर रूिांत चलचहता येतात तयांना सशत्व चरधाने असे महितात. सशत्व चरधानांतील 
‘जर’ ने सुरू होिाऱया चरधानास िूराांग (िूरा्वध्व)आचि ‘तर’ ने सुरू होिाऱया चरधानास उततरांग 
(उततराध्व) असे महितात. 

 उदाहरिा््व ः समभुज िौकोनािे कि्व िरसिरांिे लंिदुभाजक असतात. हे चरधान आहे.

 सित्म मवधान ः जर चदलेला िौकोन समभुज िौकोन असेल तर तयािे कि्व िरसिरांिे लंिदुभाजक असतात. 

 एखादे सशत्व चरधान चदले असेल आचि तयातील िूराांग र उततरांग यांिी अदलािदल केली तर चमळिारे नरे 
 चरधान हे मूळ चरधानािा वयतयास (Converse) आहे असे महितात. 

 एखादे सशत्व चरधान सतय असेल तर तयािा वयतयास हा सतय असतोि असे नाही. िुढील उदाहरिे िाहा.

P QRST
आकृती 1.13
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सित्म मवधान  ः जर  एखादा िौकोन समभुज असेल  तर तयािे कि्व िरसिरांिे लंिदुभाजक असतात. 
वयतयास  ः जर एखाद्या िौकोनािे कि्व िरसिरांिे लंिदुभाजक असतील तर तो िौकोन समभुज असतो. 
  या उदाहरिात मूळ चरधान र तयािा वयतयास हे दोनहीही सतय आहेत.
सित्म मवधान  ः  जर एखादी संखया ही मूळ संखया असेल तर ती सम चकंरा चरषम असते.
वयतयास  ः  जर एखादी संखया सम चकंरा चरषम असेल तर ती मूळ संखया असते. 
  या उदाहरिात मूळ चरधान सतय आहे िि वयतयास असतय आहे.

मसद्धता (Proofs) 

आिि कोन, चत्रकोि, िौकोन या आकृतयांचया अनेक गिुधमाांिा अभयास केला आहे. हे गिुधम्व आिि 
प्रायोचगक िद्धतीने चशकलो. या इयततेत आिि भूचमती या चरषयाकडे रेगळ्ा दृष्टिकोनातून िाहिार आहोत. या 
दृष्टिकोनािे श्ेय इसरी सनािूरवी चतसऱया शतकात होऊन गेलेलया ग्ीक गचिती यषु्लिड यांचयाकडे जाते. भचूमती 
चरषयािी तया काळात जी माचहती होती, चतिे सुसंिद्ध संकलन यांनी केले. तयात सुसूत्रता आिली. तयांनी प्रामुखयाने 
असे दाखरले की, काही सरयंचसद्ध र सर्वमानय चरधाने गृहीतके (Postulates) महिून सरीकारली, तर तयांचया 
आधारारर तक्कशुद्ध मांडिीने नरीन गुिधम्व चसद्ध करता येतात. चसद् ध 
केलेलया गुिधमाांना प्रिेये (Theorems) महितात. 

युष्लिड यांनी मांडलेलया गृहीतकांिैकी काही गृहीतके खाली चदली आहेत. 
(1)  एका चिंदूतून जािाऱया असंखय रेषा असतात.
(2)  दोन चिंदूंतून एक आचि एकि रेषा जाते.
(3)  कोिताही चिंदू केंद्र मानून चदलेलया चत्रजयेिे रतु्वळ काढता येते.
(4)  सर्व काटकोन िरसिरांशी एकरूि असतात.
(5) दोन रेषा र तयांिी छचेदका काढली असता एका िाजूला तयार 

झालेलया आंतरकोनांिी िेरीज दोन काटकोनािंेक्ा कमी असेल तर 
तया रेषा तयाि चदशेने राढरलयारर एकमेकींना छेदतात.

 यांतील काही गृहीतके आिि कृतीने िडताळून िाचहली आहेत. 
एखाद्या गुिधमा्विी तक्कशुद्ध चसद्धता देता येत असेल तर तो गिुधम्व सतय मानला जातो. तयासाठी केलेलया 

तक्कशुद्ध मांडिीला तया गुिधमा्विी, महिजेि तया प्रमेयािी मसद्धता (Proof) महितात. 
एखादे सशत्व चरधान सतय आहे असे आिलयाला चसद् ध करायिे असते, तेवहा तयातील िूराांगाला पक् आचि 

उततरांगाला साधय महितात. 
चसद्धतेिे प्रतयक् आचि अप्रतयक् असे दोन प्रकार आहेत. 
एकमेकांना छेदिाऱया दोन रेषांनी केलेलया कोनांचया गुिधमा्विी प्रतयक् मसद्धता देऊ. 

युक्लिड

जाणून घेऊया.
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प्रिेय ः दोन रेषा एकिेकींना छेदलयास होणारे परसपर मवरुद्ध कोन सिान िापाचे असतात. 
पक् ः रेषा AB  आचि रेषा CD या िरसिरांना O चिंदूत छेदतात. A - O - B, C - O - D

साधय ः (i) ÐAOC	= ÐBOD
 (ii) ÐBOC =	ÐAOD

मसद्धता ः  ÐAOC + ÐBOC  = 180°	. . . . . . . (I)  रेषीय जोडीतील कोन 
 ÐBOC + ÐBOD  = 180°	. . . . . . . (II)  रेषीय जोडीतील कोन 
     ÐAOC + ÐBOC  = ÐBOC + ÐBOD	. . . . . . . चरधान (I)र (II) ररून  
 \ ÐAOC =  ÐBOD. . . . . . .  ÐBOC िा लोि करून.  
  यािप्रमािे ÐBOC =  ÐAOD चसद्ध करता येईल.

अप्रतयक् मसद्धता (Indirect proof) ः
या िद् धतीत सुरुरातीस साधय असतय आहे असे गृहीत धरतात. तया आधारे करेळ तका्वचया आचि आधी मानय 

झालेलया सतयाचंया आधारे िायरी िायरीने एका चनषकषा्वियांत िोहोितात. हा चनषकष्व माहीत असलेलया सतय 
गुिधमा्वशी चकंरा िक्ाशी, महिजिे चदलेलया माचहतीशी चरसंगत असतो. तयामुळे साधय असतय आहे हे मानिे िुकीिे 
आहे असा चनषकष्व काढारा लागतो. महिजिे साधय सतय आहे हे सरीकारले जाते. खालील उदाहरि अभयासा.

मवधान ः दोनिेक्ा मोठी असिारी मूळ संखया चरषम असते. 

सित्म मवधान ः जर p  ही 2 िेक्ा मोठी मूळ संखया असेल तर p ही चरषम संखया असते. 

पक् ः p ही 2 िेक्ा मोठी मूळ संखया आहे. महिजेि p िे 1 र p हे दोनि चरभाजक आहेत.

साधय ः p ही चरषम संखया आहे. 

मसद्धता ः p ही संखया चरषम नाही असे मानू.  
  महिजे p ही सम संखया आहे. 
  \	2 हा p िा चरभाजक आहे  ..... (I)
  िि p ही 2 िेक्ा माेठी मूळ संखया चदलेली आहे.    ....(िक्)
  \	p िे 1 र p हे दाेनि चरभाजक आहेत. ..... (II)
  चरधान (I) र (II) ररून िक्ाशी चरसंगती येते. 
  महिून मानलेले चरधान िूक आहे.
  महिजे p ही 2 िेक्ा मोठी मूळ संखया असेल तर ती संखया चरषम आहे हे चसद्ध होते. 

A

B

C

D
O

आकृती 1.15
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सरावसंच 1.3

1. खालील चरधाने जर-तर रूिांत चलहा. 
 (i) समांतरभुज िौकोनािे संमुख कोन एकरूि असतात. 
 (ii) आयतािे कि्व एकरूि असतात. 
 (iii) समद्चरभुज चत्रकोिात चशरोचिंदू र िायािा मधयचिंदू यांना जोडिारा रेषाखंड िायाला लंि असतो. 

2. िुढील चरधानांिे वयतयास चलहा. 
 (i) दोन समांतर रेषा र तयांिी छचेदका चदली असता होिारे वयुतक्म कोन एकरूि असतात.
 (ii) दोन रेषांना एका छचेदकेने छेदलयारर होिाऱया आंतरकोनािंी एक जोडी िूरक असेल तर तया रेषा   

समांतर असतात.
 (iii) आयतािे कि्व एकरूि असतात.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 1

1. खालील िहुिया्वयी प्रशनांचया चदलेलया उततरांिैकी अिूक िया्वय चनरडा.

 (i) प्रतयेक रेषाखंडाला चकती मधयचिंदू असतात ?
  (A) एकि (B) दोन (C) तीन (D) अनेक

 (ii) दोन चभन्न रेषा िरसिरांना छेदतात तेवहा तयांचया छेदसंिात चकती चिंदू असतात ?
  (A) अनंत (B) दोन (C) एक (D) एकही नाही

 (iii) तीन चभन्न चिंदूंना समाचरटि करिाऱया चकती रेषा असतात ?
  (A) दोन (B) तीन (C) एक चकंरा तीन       (D) सहा

 (iv) चिंदू A िा चनददेशक -2 र B िा चनददेशक 5 असेल तर d(A,B) = चकती ?
  (A) -2 (B) 5 (C) 7  (D) 3

 (v) जर P-Q-R आचि d(P,Q) = 2, d(P,R) = 10, तर d(Q,R) = चकती ?
  (A) 12 (B) 8 (C) 96  (D) 20

2. संखयारेषेररील P,Q,R या चिंदूंिे चनददेशक अनकु्मे 3,-5 र 6 आहेत, तर खालील चरधाने सतय आहेत की 
असतय ते चलहा.

 (i) d(P,Q) + d(Q,R) = d(P,R)  (ii) d(P,R) + d(R,Q) = d(P,Q)
 (iii) d(R,P) + d(P,Q) = d(R,Q)  (iv) d(P,Q) - d(P,R) = d(Q,R)

3. खाली काही चिंदूंचया जोडांिे चनददेशक चदले आहेत. तयाररून प्रतयेक जाेडीतील अंतर काढा.
 (i) 3, 6   (ii) -9, -1  (iii) -4, 5  (iv) x, -2 
 (v) x + 3, x- 3 (vi) -25, -47 (vii) 80, -85
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4. संखयारेषेरर P चिंदूिा चनददेशक -7 आहे तर P िासून 8 एकक अंतरारर असिाऱया चिंदूंिे चनददेशक काढा.

5. चदलेलया माचहतीनुसार खालील प्रशनांिी उततरे चलहा.
 (i) जर A-B-C र d(A,C) = 17, d(B,C) = 6.5 तर d (A,B) = ?
 (ii) जर P-Q-R र d(P,Q) = 3.4, d(Q,R)= 5.7 तर d(P,R) = ?

6. संखयारेषेरर A चिंदूिा चनददेशक 1 आहे. A िासून 7 एकक अंतराररील चिंदूंिे चनददेशक काढा.

7. िुढील चरधाने सशत्व रूिात चलहा.
 (i) प्रतयेक समभुज िौकोन हा िौरस असतो.
 (ii) रेषीय जोडीतल कोन िरसिरािंे िूरक असतात.
 (iii) चत्रकोि ही तीन रेषाखंडांनी तयार झालेली आकृती असते.
 (iv) केरळ दोनि चरभाजक असलेलया संखयेला मूळ संखया महितात.

8. िुढील चरधानांिे वयतयास चलहा.
 (i) जर एखाद्या िहुभुजाकृतीचया कोनांचया मािांिी िेरीज 1800 असेल तर ती आकृती चत्रकोि असते.
 (ii) दोन कोनांचया मािांिी िेरीज 900 असेल तर ते िरसिरांिे कोचटकोन असतात.
 (iii) दोन समांतर रेषांना छचेदकेने छेदले असता होिारे संगत कोन एकरूि असतात.
 (iv) संखयेतील अंकांचया िेरजेला 3 ने भाग जात असेल तर तया संखयेला 3 ने भाग जातो.

9. िुढील चरधानांतील िक् र साधय चलहा.
 (i) जर चत्रकोिाचया तीनही िाजू एकरूि असतील तर तयािे तीनही कोन एकरूि असतात.
 (ii) समांतरभुज िौकोनािे कि्व िरसिरांना दुभागतात.

10*. खालील चरधानांसाठी नामचनददेचशत आकृती काढून तयाररून िक्, साधय चलहा.
 (i) दोन समभुज चत्रकोि, समरूि असतात.
 (ii) जर रेषीय जोडीतील कोन एकरूि असतील तर तयांिैकी प्रतयेक कोन काटकोन असतो.
 (iii) चत्रकोिाचया दोन िाजूरंर काढलेले चशरोलंि जर एकरूि असतील तर तया दोन िाजू एकरूि असतात.

qqq
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2 सिांतर रेषा

शेजारील चित्रात दाखरलया प्रमािे ष्खडकीचया आडवया 
समांतर गजांरर एखादी काठी चतरकी धरून िाहा. 
चकती कोन झालेले चदसतात ?

सिांतर रेषा ः जया रेषा एकाि प्रतलात असतात िरंतु एकमेकींना 
छेदत नाहीत तया रेषांना समांतर रेषा असे महितात.

• दोन रेषा र तयांिी छेचदका यांचयामुळे होिाऱया  
 कोनांचया जोडा आठरतात का ?
 आकृती 2.1 मधये रेषा l र रेषा m यािंी रेषा n 
 ही छचेदका आहे. ये् े एकूि आठ कोन 
 तयार झाले आहेत. तयांचयातील कोनांचया 
 जोडा िुढीलप्रमािे आहेत.
संगत काेनांचया जोड्ा
(i) Ðd, Ðh
(ii) Ða, 
(iii) Ðc, 
(iv) Ðb, 

आंतरवयुतक्रि कोनांचया जोड्ा
(i) Ðc, Ðe
(ii) Ðb, Ðh
बाह्यवयुतक्रि कोनांचया जोड्ा
(i) Ðd, Ðf
(ii) Ða, Ðg

छेमदकेचया एका बाजूचया  
आंतरकोनांचया जोड्ा
(i) Ðc, Ðh
(ii) Ðb, Ðe

िहत्वाचे काही गुणधि्म ः
(1) दाेन रेषा एकमेकींना छेदलयारर होिारे चररुद्ध कोन समान मािािे असतात.
(2) रेषीय जोडीतील कोन िरसिरांिे िूरक असतात.

a
bc

d

e
fg

h

l

m

n

आकृती 2.1

•	 समांतर रेषा र छेचदका यांमुळे
 होिाऱया कोनांिे गुिधम्व

•	 रेषांचया समांतरतेचया कसोट्ा
•	 समांतर रेषांचया गुिधमाांिा उियोग

m

l

चला, मिकूया.

जरा आठवूया.
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1 2 1 2

(3) जेवहा संगतकोनांिी एक जोडी एकरूि असते तेवहा संगत कोनांचया उरलेलया सर्व जोडा एकरूि  
 असतात. 
(4) जेवहा वयुतक्म कोनांिी एक जोडी एकरूि असते तेवहा वयुतक्म कोनांचया इतर सर्व जोडा एकरूि  
 असतात. 
(5) जेवहा छेचदकेचया एकाि िाजूचया आंतरकोनांिी िेरीज 180° होते तेवहा आंतरकोनांचया दुसऱया  
 जोडीतील कोनांिी िेरीजही 180° होते.

जाणून घेऊया.

 सिांतर रेषांचे गुणधि्म (Properties of parallel lines)

  कृती ः
 दोन समांतर रेषा र तयांिी छचेदका यांचयामुळे तयार झालेलया कोनांचया गुिधमाांिा िडताळा घेिे.
  जाड रंगीत कागदािा एक तुकडा घया. तयारर दोन समांतर रेषा काढून एक छचेदका काढा. 
 या चतनही रेषारंर सरळ काडा चडंकाने चिकटरा. ये् े तयार झालेलया आठ कोनािंैकी कोन 1 र कोन 2 चया 
 कोनांचया मािांएरढे रंगीत िचत्रकेिे तुकडे कािा. ( खालील आकृतीत दाखरलयाप्रमािे) हे तुकडे 
 संिंचधत संगतकोन, वयुतक्मकोन र आंतरकोनांजरळ ठेरून गुिधमाांिा िडताळा घया.
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दोन समांतर रेषांचया छेचदकेमुळे होिाऱया कोनांिे, कृतीने िडताळलेले गुिधम्व आता चसद्ध करू. हे गुिधम्व 
चसद्ध करणयासाठी आिि युष्लिडिे िुढे चदलेले प्रचसद् ध गृहीतक रािरिार आहोत.

दोन रेषा र तयांिी एक छचेदका काढली असता एका िाजूला तयार झालेलया आंतरकोनांिी िेरीज दोन   
काटकोनांिेक्ा कमी असेल तर तया सरळ रेषा तयाि चदशेने राढरलयारर एकमेकींना छेदतात.

  आंतरकोनांचे प्रिेय (Interior angle theorem)

प्रिेय ः दोन समांतर रेषांना एका छेचदकेने छेदलयारर छेचदकेचया कोितयाही एका िाजूला असिारे आंतरकोन 
  एकमेकांिे िूरककोन असतात. 

पक् ः रेषा l ॥ रेषा m आचि रेषा n ही छेचदका आहे.
  तयामुळे आकृतीत दाखरलयाप्रमािे Ða, Ðb 
  र Ðc, Ðd हे आंतरकोन झाले आहेत.

साधय ः Ða + Ðb = 180°
  Ðd + Ðc = 180°
मसद् धता ः Ða र Ðb यांचया मािांचया िेरजेिाित तीन शकयता आहेत.
  (i) Ða + Ðb < 180° (ii) Ða + Ðb > 180° (iii) Ða + Ðb = 180°
  यांिैकी (i) Ða + Ðb < 180° सतय मानू.
  रेषा l र रेषा m या Ða आचि Ðb छेचदकेचया जया िाजूला आहेत तया चदशेने राढरलयास 
  एकमेकींना छेदतील. ...(यषु्लिडचया गृहीतकानुसार)
  िरंतु रेषा l आचि रेषा m या समांतर रेषा आहेत. ..........िक्
  \ Ða + Ðb < 180° हे अशकय आहे. . . . . . . . .(I)
  आता Ða + Ðb > 180° ही शकयता सतय मानू.
  \	Ða + Ðb >180° 
  िरंतु Ða + Ðd = 180° 
  आचि Ðc + Ðb = 180° . . . . . रेषीय जोडीतील कोन
  \	Ða + Ðd + Ðb + Ðc = 180° +180° = 360°
  \Ðc + Ðd = 360° - (Ða + Ðb) 
  जर Ða + Ðb >180° असेल तर [360°  - (Ða + Ðb)] < 180°
  \Ðc + Ðd < 180°

a
bc
d m

n

l

आकृती 2.2
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  \	तसे असलयास  Ðc आचि Ðd छेचदकेचया जया िाजूला आहेत तया चदशेने राढरलयास 
  रेषा l आचि रेषा m एकमेकींना छेदतील.
  \Ðc + Ðd < 180 हे अशकय. 
  महिजेि Ða + Ðb >180° हे अशकय. ...... (II)
  \	Ða + Ðb = 180° ही एकि शकयता उरते. ......(I) र (II) ररून
  \	Ða + Ðb = 180° तसेि Ðc + Ðd = 180°
  लक्ात घया की, या चसद् धतेमधये आिि Ða + Ðb >180° , Ða + Ðb <180° या दोनही  
  शकयता चरसंगतीमुळे नाकारलया महिजे ही एक अप्रतयक् चसद ्धता आहे.

संगत कोनांचे व वयुतक्रि कोनांचे गुणधि्म (Corresponding angle and alternate angle theorem)

प्रिेय ः दोन समांतर रेषांना एका छचेदकेने छेदलयारर होिाऱया संगत कोनांचया जोडीतील कोनांिी मािे समान  
  असतात.

पक् ः रेषा l  ||	 रेषा m 
  रेषा n ही छेचदका आहे.

साधय ः Ða = Ðb 

मसद् धता ः Ða + Ðc = 180° . . . . . .  (I) रेषीय जोडीतील कोन
    Ðb + Ðc = 180° . . . . . . (II) समांतर रेषािंा आंतरकोनांिा गुिधम्व
    Ða + Ðc = Ðb + Ðc . . . चरधान (I) र (II) ररून
    \	Ða = Ðb

प्रिेय ः दोन समांतर रेषांना एका छचेदकेने छेदलयारर होिाऱया वयुतक्म कोनांचया जोडीतील कोनािंी मािे समान  
  असतात. 

पक् ः रेषा l  ||	 रेषा m 
  रेषा n ही छचेदका आहे.

साधय ः Ðd = Ðb 

मसद् धता ः Ðd + Ðc = 180° . . . . . . . . (I) रेषीय जोडीतील कोन
    Ðc + Ðb = 180° . . . . . . . . (II) समांतर रेषािंा आंतरकोनािंा गुिधम्व
    Ðd + Ðc = Ðc + Ðb . . . . . . . . चरधान (I) र (II) ररून
    \	Ðd = Ðb

a

b
c

m

n

l

आकृती 2.3

b
cd

m

n

l

आकृती 2.4
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P
H

K
GM S

D
R 85°

आकृती 2.5

1. आकृती 2.5 मधये रेषा RP || रेषा MS र रेषा DK 
 ही तयांिी छचेदका आहे. ÐDHP = 85° 
 तर खालील कोनािंी मािे काढा.
 (i) ÐRHD  (ii) ÐPHG
 (iii) ÐHGS  (iv) ÐMGK

2. आकृती 2.6 िाहा. रेषा p || रेषा q आचि 
 रेषा l  र रेषा m  या छचेदका आहेत. 
 काही काेनािंी मािे दाखरली आहेत. याररून  
 Ða, Ðb, Ðc, Ðd यांिी मािे काढा.

4*. आकृती 2.8 मधये, ÐPQR आचि ÐXYZ  
यांचया भुजा िरसिरांना समांतर आहेत. 

 तर चसद् ध करा, की
 ÐPQR @ ÐXYZ

आकृती 2.7

a
b

pn

m

l45°

c

आकृती 2.8

P

Q
R

X

Y
Z

आकृती 2.6

p

a

l

m

q

b

c d

110°

115°

3. आकृती 2.7 मधये रेषा l || रेषा m र 
 रेषा n || रेषा p आहे. एका कोनाचया चदलेलया  
 मािाररून Ða, Ðb, Ðc िी मािे काढा.

सरावसंच 2.1
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जाणून घेऊया.

सिांतर रेषांचया गुणधिाांचा उपयोग

 समांतर रेषा र तयांिी छचेदका यांचयामुळे होिाऱया कोनांचया गुिधमाांिा उियोग करून चत्रकाेिािा एक 
गिुधम्व चसद् ध करु.

प्रिेय ः कोितयाही चत्रकोिाचया सर्व कोनांचया मािांिी  िेरीज 180° असते. 

पक् ः  D ABC हा कोिताही एक चत्रकोि आहे. 

साधय ः ÐABC + ÐACB + ÐBAC = 180°

रचना ः		A चिंदूतून रेख BC ला समांतर रेषा l काढा.
 तयारर P र Q चिंदू असेही घया की, P-A-Q

मसद्धता ः रेषा PQ úú  रेख BC र रेख AB ही छचेदका.

 \	ÐABC =	ÐPAB.......(वयुतक्म कोन).....I

 रेषा PQúú  रेख BC र रेख AC ही छचेदका. 

	 \	ÐACB =	ÐQAC.......(वयुतक्म कोन).....II

	 चरधान I र II याररून, 

	 	ÐABC +	ÐACB = ÐPAB +	ÐQAC . . . III

 समीकरि III चया दोनही िाजूंत ÐBAC चमळरू. 

ÐABC +	ÐACB  + ÐBAC = ÐPAB +	ÐQAC + ÐBAC

       = ÐPAB +	ÐBAC + ÐQAC

       = ÐPAC +	ÐQAC  ...(ÐPAB + ÐBAC = ÐPAC)  
                             = 180°  ...(रेषीय जोडीतील कोन)

  महिजेि चत्रकोिाचया तीनही कोनांचया मािािंी िेरीज 180°	असते.  

A

B C
आकृती 2.10

A

B C

P Q

आकृती 2.11

5. आकृती 2.9 मधये, रेषा ABúú  रेषा CD आचि  
 रेषा PQ ही छचेदका आहे तर आकृतीत   
 दाखरलेलया कोनांचया मािांररून िुढील कोनांिी  
 मािे काढा. 
 (i) ÐART  (ii) ÐCTQ 
 (iii) ÐDTQ  (iv) ÐPRB

आकृती 2.9

A B

C D

P
R

T

Q

105°
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m

l

आकृती 2.12

चला, चचा्म करूया.

शेजारील प्रतलात रेषा l र रेषा m या एकमेकींना समांतर 
आहेत का हे कसे ठरराल ?

जाणून घेऊया.

   रेषांचया सिांतरतेचया कसोट्ा  (Tests for parallel lines)

 दोन रेषा र तयांिी छेचदका तयांचयामुळे होिारे कोन तिासून आिि तया दोन रेषा समांतर आहेत का ते ठररू 
शकतो.

(1)	 छेचदकेचया एका िाजूचया आंतरकोनांिी जोडी िूरक कोनांिी असेल तर तया रेषा समांतर असतात.
(2) वयुतक्म कोनांिी एक जोडी समान असेल तर तया रेषा समांतर असतात.
(3) संगत कोनांिी एक जोडी समान असेल तर तया रेषा समांतर असतात. 

सिांतर रेषांची आंतरकोन कसोटी (Interior angles test)

प्रिेय ः दोन चभन्न रेषांना एका छचेदकेने छेदले असता छेचदकेचया  एका िाजूचया आंतरकोनांिी िेरीज 180°  
  असेल तर तया रेषा समांतर असतात.

पक् ः रेषा AB र रेषा CD यािंी रेषा XY ही छचेदका आहे.
  ÐBPQ + ÐPQD = 180°
साधय ः  रेषा AB || रेषाCD

मसद् धता ः ही कसोटी आिि अप्रतयक् िद् धतीने चसद ्ध करिार आहोत. 
    साधयातील चरधान िूक आहे असे मानू.
  \ रेषा AB र रेषा CD समांतर नाहीत
  हे चरधान सतय मानू.
  समजा, रेषा AB र रेषा CD या T चिंदूत छेदतात.
  तयामुळे D PQT तयार झाला.
  ÐTPQ + ÐPQT + ÐPTQ = 180° . . . . . . चत्रकोिाचया कोनािंी िेरीज
  िरंतु ÐTPQ + ÐPQT = 180° चदले आहे. . . . . िक्
  यामुळे चत्रकोिाचया दोन कोनांिी िेरीजि 180° आहे.
  िि चत्रकोिाचया तीन कोनांिी िेरीज 180° असते.
  \	ÐPTQ = 0° चमळतो. 

A
B

C

P

Q

X

Y

T
D

आकृती 2.14

आकृती 2.13

A B

C

P

Q
D

X

Y
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 \	PT र  QT या रेषा महिजेि रेषा AB आचि रेषा CD या चभन्न राहिार नाहीत. 
 आिलयाला रेषा AB र रेषा CD या चभन्न रेषा आहेत असे चदले आहे.
 महिजे िक्ाशी चरसंगती चमळते.
 \	आिि गृहीत धरलेले चरधान िूक आहे. महिजे रेषा AB र रेषा CD समांतर आहेत.
 याररून दोन रेषांना एका छचेदकेने छेदलयारर होिाऱया एका िाजूचया आंतरकाेनािंी जोडी िूरक असेल  
 तर तया रेषा समांतर असतात, हे चसद् ध होते. या गुिधमा्वला समांतर रेषांिी आंतरकोन कसोटी महितात.

 ही कसोटी गृहीत धरून इतर दोन कसाेट्ा चसद् ध करू.

वयुतक्रि कोन कसाेटी (Alternate angles test)

प्रिेय ः दोन रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता होिाऱया वयुतक्म काेनांिी एक जोडी एकरूि असेल तर तया  
  रेषा समांतर असतात. 
पक् ः रेषा l र रेषा m यांिी रेषा n ही छचेदका.
  Ða र Ðb ही वयुतक्म कोनांिी एक जोडी एकरूि आहे.
  \ Ða = Ðb
साधय ः रेषा l || रेषा m
मसद ्धता  ः  Ða + Ðc = 180°  . . . . . रेषीय जोडीतील कोन
  Ða = Ðb . . . . . . . . . . िक्
  \ Ðb + Ðc = 180°
  िरंतु Ðb र Ðc हे छेचदकेचया एका िाजिूे अांतरकोन आहेत.
  \ रेषा l || रेषा m . . . . . . . आंतरकोन कसोटीररून.
  या गिुधमा्वला समांतर रेषािंी वयुतक्रि काेन कसोटी महितात.

संगतकोन कसोटी (Corresponding angles Test)

प्रिेय ः दोन रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता होिाऱया संगत कोनािंी एक जोडी एकरूि असेल तर तया रेषा  
  समांतर असतात.
पक् ः रेषा l  र रेषा m यांिी रेषा n ही छचेदका
  Ða र Ðb ही संगत कोनांिी जोडी आहे.
  \ Ða = Ðb
साधय ः  रेषा l || रेषा m
मसद् धता  ः  Ða + Ðc = 180° . . . . . . . . रेषीय जोडीतील कोन
  Ða = Ðb . . . . . . . . . . . . . िक्
  \	Ðb + Ðc = 180°
  महिजिे छचेदकेचया एका िाजूिे आंतरकोन िूरक कोन आहेत.
  \ रेषा l || रेषा m . . . . . . . आंतरकोनािंी कसोटीे
  या गिुधमा्वला समांतर रेषांिी संगतकाेन कसोटी महितात.

a

b

c

m

n

l

आकृती 2.16

a

b

c

m
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l

आकृती 2.15
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a

b
m

n

l

आकृती 2.19

m

n

x
y

l

आकृती 2.18

आकृती 2.20

m n

ab K

x y

l

उपप्रिेय I  जर एक रेषा तयाि प्रतलातील दोन रेषांना लिं असेल तर तया दोन रेषा िरसिरांना समांतर असतात. 

पक् ः रेषा n ^	रेषा l आचि रेषा n ^	रेषा m
साधय ः रेषा l || रेषा m
मसद् धता ः रेषा n ^	रेषा l र रेषा n ^	रेषा m हे चदले आहे. 

  \		Ða = Ðc = 90° 
  Ða र Ðc हे रेषा l र रेषा m यांचया

  रेषा n या छेचदकेमुळे झालेले संगतकोन आहेत.
  \ रेषा l || रेषा m    . . . . रेषांचया समांतरतेिी संगतकोन कसोटी

उपप्रिेय II जर एका प्रतलातील दोन रेषा तयाि प्रतलातील चतसऱया रेषेला समांतर असतील तर तया रेषा िरसिरांना  
  समांतर असतात हे चसद् ध करा.

सरावसंच 2.2

आकृती 2.17

m

l

n

a

c

1.  आकृती 2.18 मधये y = 108° आचि x = 71° 
      तर रेषा m र रेषा n समांतर होतील का ? 
      कारि चलहा. 

2.  आकृती 2.19 मधये जर Ða @	Ðb	तर 
 चसद् ध करा रेषा l ||	रेषा m

3.  आकृती 2.20 मधये जर Ða @	Ðb	आचि
	 Ðx @	Ðy तर चसद् ध करा की रेषा l ||	रेषा n

4.  आकृती 2.21 मधये जर चकरि BA || चकरि DE,  
ÐC = 50° आचि ÐD = 100°, तर ÐABC िे माि 
काढा.

(सूिना ः चिंदू C मधून रेषा AB ला समांतर रेषा काढा.) 

A B

C

ED

आकृती 2.21

100°

50°
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5.        आकृती 2.22 मधये चकरि AE ||	चकरि BD
 चकरि AF हा ÐEAB िा आचि चकरि BC हा 

ÐABD िा दुभाजक आहे, तर चसद् ध करा की,  
रेषा AF ||	रेषा BC

A B
P

E

C DQ

RS

F

आकृती 2.23

आकृती 2.22

A

xx

yy
B

C

E
F

D

6. रेषा AB र रेषा CD या रेषांना रेषा EF ही अनकु्मे 
 P र Q चिंदूंत छेदते. चकरि PR र चकरि QS हे 
 समांतर चकरि असून अनुक्मे ÐBPQ र  
 ÐPQC िे दुभाजक आहेत, तर चसद् ध करा  
 रेषा AB ||	रेषा CD

संकीण्म प्रशनसंग्रह 2

1.   खालील चरधानांतील ररकामया जागा भरणयासाठी चदलेलया िया्वयांिैकी अिूक िया्वय चनरडा.
 (i) दोन समांतर रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता छेचदकेचया एकाि िाजूचया आंतरकोनांिी िेरीज  
  . . . . . . असते.
  (A) 0°  (B) 90°  (C) 180°  (D) 360°
 (ii) दोन रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता . . . . . . . . कोन तयार होतात.
  (A) 2      (B) 4      (C) 8      (D) 16
 (iii) दोन समांतर रेषांना एका छचेदकेने छेदले असता तयार होिाऱया कोनािंैकी एका कोनािे माि 40° असेल  
  तर तयाचया संगतकोनािे माि . . . . . . . . असते.
  (A) 40°  (B) 140°  (C) 50°  (D) 180°
 (iv) D	ABC मधये ÐA = 76°, ÐB = 48°, तर ÐC िे माि . . . . . . . . आहे.
  (A) 66° (B) 56° (C) 124° (D) 28°
 (v) दोन समांतर रेषांना एका छचेदकेने छेदलयारर होिाऱया वयुतक्म कोनांचया जोडीतील एका कोनािे माि 75° 
  असेल तर दुसऱया कोनािे माि . . . . . . . . . असते.
  (A) 105° (B) 15°  (C) 75°  (D) 45°
2*.   चकरि PQ आचि चकरि PR  िरसिरांशी लंि आहेत. चिंदू B हा ÐQPR चया अांतरभागात र चिंदू A हा  

ÐRPQ चया िाह्यभागात आहे. चकरि PB  आचि चकरि PA िरसिरांना लंि आहेत. याररून आकृती  काढा 
र खालील कोनांचया जोडा चलहा.

  (i) कोचटकोन (ii) िूरक कोन   (iii) एकरूि कोन
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m

x

y

l

आकृती 2.24
50°

130°

आकृती 2.25

Q

P

A B

C D

E F
z

x
y

4.  आकृती 2.24 मधये दश्वरलेलया कोनांचया 
मािारंरून Ðx आचि Ðy यांिी मािे काढा आचि 
चसद् ध करा की रेषा l || रेषा m

5.  रेषा AB ||	रेषा CD ||	रेषा EF आचि रेषा QP ही 
तयांिी छेचदका आहे. जर y ः z = 3 ः 7 तर x िी 
चकंमत काढा. (आकृती 2.25 िाहा.)

6.  आकृती 2.26 मधये जर रेषा q || रेषा r  
रेषा p ही तयांिी छचेदका असेल आचि a = 80° 
तर f  र g काढा.

7.  आकृती 2.27 मधये जर रेषा AB ||	 रेषा CF		
आचि रेषा BC ||	 रेषा ED तर चसद् ध करा 
ÐABC = ÐFDE.

आकृती 2.27

D

A

B

E
F

P

C

आकृती 2.26

a

p

qd

r

c
ef

g h

b

3.  जर एखादी रेषा एका प्रतलातील दोन समांतर रेषांिैकी एका रेषेला लंि असेल तर ती दुसऱया रेषेलाही ती लंि

 असते हे चसद् ध करा. 

8. आकृती 2.28 मधये  रेषा AB || रेषा CD र रेषा PS 
ही तयांिी छेचदका  आहे. चकरि QX, चकरि QY,  
चकरि RX, चकरि RY हे काेनदुभाजक आहेत, तर  
¨ QXRY हा आयत आहे हे दाखरा.

DR

S

C

BA
X Y

Q
P

आकृती 2.28

qqq
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3 मरिकोण

जाणून घेऊया.

  मरिकोणाचया दूरस्थ आंतरकोनांचे प्रिेय (Theorem of remote interior angles of a triangle)

प्रिेय ः चत्रकोिाचया िाह्यकोनािे माि हे तयाचया दूरस् आंतरकोनांचया मािांचया िेरजेइतके असते. 
पक् ः D	PQR या चत्रकोिािा ÐPRS हा िाह्यकोन आहे. 
साधय ः ÐPRS = ÐPQR + ÐQPR 
मसद्धता  ः चत्रकोिाचया चतनही आंतरकोनांिी िेरीज 180° असते. 
  \	ÐPQR + ÐQPR +	ÐPRQ = 180°---(I)

	 	 ÐPRQ + ÐPRS  = 180°---(II). . . . (रेषीय जोडीतील कोन)
	 	 \	चरधान  I  र  II  ररून
	 	 ÐPQR +  ÐQPR +	ÐPRQ = ÐPRQ + ÐPRS 
	 								 \	ÐPQR +  ÐQPR =	ÐPRS ---------( ÐPRQ िा लोि करून) 
	 	 \	चत्रकोिाचया िाह्यकोनािे माि हे तयाचया दूरस् आंतरकोनांचया मािांचया  िेरजेएरढे असते. 

•	 चत्रकोिाचया दूरस् आंतरकोनांिे प्रमेय 
•		चत्रकोिांिी एकरूिता
•	 समद् चरभुज चत्रकोिािे प्रमेय
•	 30°- 60°- 90° मािाचया 
 चत्रकोिािा गुिधम्व

•	 चत्रकोिािी मधयगा
•	 काटकोन चत्रकोिाचया किा्वररील 
 मधयगेिा गुिधम्व
•	 लंिदुभाजकािे प्रमेय 
•	 कोनदुभाजकािे प्रमेय
•	 समरूि चत्रकोि 	

P

Q R T
आकृती 3.1

P

Q SR

आकृती 3.2

   कृती 
 एका जाड कागदारर कोितयाही मािािा D	PQR काढा. आकृतीत  दाखरलयाप्रमािे चकरि QR रर T हा 
चिंदू घया.  रंगीत जाड कागदािे ÐP र ÐQ चया मािािे तुकडे कािा. ते तुकडे ठेरून ÐPRT भरून जातो हे 
अनुभरा.

चला, मिकूया.
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SRQ

P

आकृती 3.3

आकृती 3.4

P

Q R S
20°

30°

40°

T

मवचार करूया.

आकृती 3.3 मधये चिंदू R मधून रेख PQ ला समांतर रेषा काढून याि प्रमेयािी रेगळी चसद् धता देता येईल का?

जाणून घेऊया.

   मरिकोणाचया बाह्यकोनाचे प्रिेय (Property of an exterior angle of triangle)

 a आचि b या दोन संखयांिी िेरीज (a + b) ही a िेक्ा मोठी असते र b िेक्ाही मोठी असते.
 महिजेि a + b > a, a + b > b
 यािा उियोग करून चत्रकोिाचया िाह्यकोनािा
 खालील गिुधम्व चमळतो.
 D	PQR मधये ÐPRS हा िाह्यकोन असेल तर 
 ÐPRS > ÐP , ÐPRS > ÐQ
 \	चत्रकोिािा िाह्यकोन हा तयाचया प्रतयेक दूरस् आंतरकोनािेक्ा मोठा असतो. 

सोडवलेली उदाहरणे 
उदा (1) एका चत्रकोिाचया कोनांचया मािािंे गुिोततर 5 ः 6 ः 7 आहे, तर तयाचया सर्व कोनािंी मािे काढा. 
उकल ः तया कोनांिी मािे 5x, 6x, 7x मानू. 
  5x + 6x + 7x = 180°
      18x = 180°
           x = 10°
  5x = 5 ´	10 = 50°,						6x = 6 ´	10 = 60°,						7x = 7 ´	10 = 70°
  चत्रकोिाचया कोनांिी मािे 50°,	60°,	70°	आहेत. 
उदा (2) शेजारील आकृती 3.4 िे चनरीक्ि करून ÐPRS र ÐRTS यांिी मािे काढा.
उकल ः D	PQR िा ÐPRS हा िाह्यकोन आहे.
  दूरस् आंतरकोनाचया प्रमेयाररून, 
  ÐPRS = ÐPQR + ÐQPR
         = 40°	+	30°
	 	 ÐPRS	= 70°
	 	 D	RTS मधये
  	ÐTRS + ÐRTS + ÐTSR  =  ........ चत्रकोिाचया चतनही कोनांचया मािांिी िेरीज 
   \	  + ÐRTS +  = 180° 
      \	ÐRTS + 90°  = 180° 
        \	ÐRTS =  
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उदा (3) चसद्ध करा, की चत्रकोिाचया  िाजू एकाि चदशेने राढरलयास होिाऱया िाह्यकोनािंी िेरीज 360° असते.
पक् ः ÐPAB, ÐQBC  आचि ÐACR  हे  
  D	ABC िे िाह्यकोन आहेत. 
साधय ः ÐPAB + ÐQBC + ÐACR = 360° .
मसद ्धता ः या उदाहरिािी चसद् धता दोन रीतीने देता येते.
  रीत I
  D	ABC मधये जर ÐPAB हा िाह्यकोन 
  चरिारात घेतला तर ÐABC र ÐACB हे तयािे दूरस् आंतरकोन आहेत, महिून 
      ÐBAP = ÐABC + ÐACB ---- (I)
	 	 तसेि ÐACR = ÐABC + ÐBAC ---- (II) . . . . दूरस् आंतरकोनाचया प्रमेयानुसार
	 	 आचि ÐCBQ = ÐBAC + ÐACB ---- (III)
  चरधान (I), (II), (III) यांचया दोनही िाजूंिी िेरीज करू. 
	 	 ÐBAP + ÐACR + ÐCBQ 
    = ÐABC + ÐACB + ÐABC  + ÐBAC + ÐBAC + ÐACB  
    = 2ÐABC + 2ÐACB + 2ÐBAC
    = 2(ÐABC + ÐACB + ÐBAC)
    = 2 ´ 180°  . . . . . (चत्रकोिांचया आंतरकोनािंी िेरीज)
    = 360°.

                रीत II
  Ðc + Ðf = 180°	. . . . रेषीय जोडीतील कोन
  तसेि Ða + Ðd = 180°
  र Ðb + Ðe = 180°

  \	Ðc + Ðf + Ða + Ðd + Ðb + Ðe = 180° ´	3 = 540°
    Ðf + Ðd + Ðe + (Ða + Ðb + Ðc) = 540°
      \   Ðf + Ðd + Ðe + 180°	= 540°
	 	 	 	 	 															\ f + d + e = 540° - 180° 
                = 360°

आकृती 3.5

A

B
C

P

Q
R

A
P

B
C

d

cb

a

e
f

Q R
आकृती 3.6
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उदा (4)  आकृती 3.7 मधये D	ABC चया ÐB र ÐC िे दुभाजक 
  जर चिंदू P मधये छेदत असतील तर चसद्ध करा की, 

	 	ÐBPC = 90 + 1
2

 ÐBAC

  ररकामया जागा भरून चसद् धता िूि्व करा.

मसद्धता  ः D	ABC मधये, 
   ÐBAC + ÐABC + ÐACB =  ...... (चत्रकोिांचया कोनांचया मािािंी िेरीज) 

     \ 1
2

 ÐBAC + 1
2

 ÐABC + 1
2

 ÐACB = 1
2

 ´	  ..... (प्रतयेक िदाला 1
2

 ने गिुून.)

     \  1
2

 ÐBAC + ÐPBC + ÐPCB = 90° 

     \ ÐPBC + ÐPCB = 90° - 1
2

 ÐBAC ......(I)

	 	 	 D	BPC मधये

	 	 	 ÐBPC + ÐPBC + ÐPCB = 180° ...... (चत्रकोिांचया आंतरकोनांचया मािांिी िेरीज) 

	 				\	ÐBPC +  = 180° ...... (चरधान I ररून)

	 						 	 	 \	 ÐBPC = 180° - (90° - 1
2

 ÐBAC)

         \    = 180° - 90° + 1
2

 ÐBAC  

          = 90°  + 1
2

 ÐBAC

सरावसंच  3.1

1. आकृती 3.8 मधये D	ABC िा ÐACD हा 
 िाह्यकोन आहे. ÐB = 40°,	ÐA = 70°	
	 तर m ÐACD काढा. 

2. D	PQR मधये ÐP = 70°,	ÐQ = 65°	तर  ÐR िे माि काढा. 

3. चत्रकोिाचया कोनांिी मािे x°,	(x-20)°,	(x-40)°	असतील तर प्रतयेक कोनािे माि चकती ?

4. चत्रकोिाचया तीन कोनांिैकी एक कोन सराांत लहान कोनाचया दुपिट र दुसरा कोन सराांत लहान कोनाचया  
चतपिट आहे तर तया चतनही कोनांिी मािे काढा. 

A

B C D
आकृती 3.8

A

B C

P

आकृती 3.7
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आकृती 3.9

T

z
y
E

N M R
x 140°

100°

5. आकृती 3.9 मधये चदलेलया कोनांचया 
 मािांररून x, y, z चया चकमती काढा. 

100°

70°

a

b c

आकृती 3.12

A B

C D

T

P

Q

आकृती 3.11

आकृती 3.10

R

D

E

A

B

70°

A

40°

6. आकृती 3.10 मधये रेषा AB úú	रेषा DE आहे. 
चदलेलया मािांररून ÐDRE र ÐARE िी 
मािे काढा. 

7. D	ABC मधये ÐA र ÐB  िे दुभाजक चिंदू O मधये छेदतात. जर  ÐC = 70° तर ÐAOB  िे माि  
 काढा. 

8. आकृती 3.11 मधये रेषा AB úú	रेषा CD आचि 
रेषा  PQ ही तयांिी छेचदका आहे. चकरि PT 
आचि चकरि QT हे अनुक्मे ÐBPQ र 
ÐPQD िे दुभाजक आहेत, तर चसद्ध करा की 
ÐPTQ = 90°

9. आकृती 3.12 मधये चदलेलया माचहतीररून 
 Ða, Ðb  र Ðc यांिी मािे काढा. 

10*. आकृती 3.13 मधये रेख DE úú		रेख GF   
आहे. चकरि EG र चकरि FG हे अनुक्मे 

 ÐDEF र ÐDFM या कोनांिे दुभाजक   
आहेत. तर चसद्ध करा की, 

 (i) ÐDEF = ÐEDF (ii) EF = FG आकृती 3.13
E F

GD

M
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जाणून घेऊया.

  मरिकोणांची एकरूपता (Congruence of triangles)
 एक रेषाखंड दुसऱयारर ठेरलयास तंतोतंत जुळला तर ते दोन रेषाखंड एकरूि असतात. तसेि एक कोन उिलून 
दुसऱया कोनारर ठेरलयारर तंतोतंत जुळतो तेवहा ते दोन कोन एकरूि असतात हे आिि जाितो. तयािप्रमािे एक 
चत्रकोि उिलून दुसऱया चत्रकोिारर ठेरलयारर तंतोतंत जुळला तर ते दोन चत्रकोि एकरूि आहेत असे महितात. जर 
D	ABC आचि D	PQR हे एकरूि असतील तर ते D	ABC @	D	PQR असे दाखरतात. 

 कृती ः  कोितयाही मािािा एक चत्रकोि D	ABC िुठ् ठ्ारर कािून घया.
 तो जाड कागदारर एका जागी ठेरून  भोरती िेष्नसल चगररून तयािी प्रत काढा. या चत्रकोिाला D	A1B1C1  
 नार द्या. 
 आता तो िुठ् ठ्ािा चत्रकोि िाजूला सरकरून ते् े यािी दुसरी प्रत काढा.
 चतला D	A2B2C2 नार द्या. मग आकृतीत  दाखरलयाप्रमािे तो चत्रकाेि ्ोडा चिररून आिखी एक प्रत  
 काढा. तया प्रतीला D	A3B3C3 नार द्या. नंतर िुठ् ठ्ािा चत्रकोि उिलून दुसऱया जागी िाल्ा ठेरा र  
 तयािी प्रत तयार करा. नवया चत्रकोिाला D	A4B4C4 हे नार द्या.
 आता D	A1B1C1, D	A2B2C2, D	A3B3C3 आचि D	A4B4C4 हे सर्व D	ABC शी एकरूि आहेत  
 हे धयानात आले का ? कारि D	ABC यांिैकी प्रतयेकाशी तंतोतंत जुळतो. D	A3B3C3 साठी िडताळू. 
 मात्र तो तसा जुळरताना ÐA हा ÐA3 रर, ÐB हा ÐB3 रर आचि ÐC हा ÐC3 रर ठेरला तरि 
 D ABC @	D	A3B3C3  असे महिता येते.
 मग AB = A3B3 , BC = B3C3 , CA = C3A3 हे देखील चमळते.
 याररून दोन चत्रकोिांिी एकरूिता तिासताना तयांिे कोन आचि भुजा चरचशटि क्माने महिजे एकास एक  
 संगतीने  चलहावया लागतात. हे धयानात घया.
 जर D ABC @	D PQR, तर ÐA = ÐP, ÐB = ÐQ, ÐC = ÐR . . . . (I)
 आचि AB = PQ, BC = QR, CA = RP . . . . . . (II) अशी सहा समीकरिे चमळतात.
 महिजे या दोन चत्रकोिांतील, कोनांचया आचि िाजूंचया एकास एक संगतीने, तीन कोन समान आचि तीन  
 िाजू समान आहेत असा अ््व आहे. 

आकृती 3.14

A1

A1

A2

A3

A4

B1

B1

B2

B3

B4

C1

C1

C2

C3

C4

A

B C
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 ररील सहाही समीकरिे एकरूि चत्रकोिांसाठी सतय असतात. तयासाठी तीन चरचशटि समीकरिे समान आहेत 
 असे समजले तर सहाही समीकरिे सतय हाेऊन ते दोन चत्रकोि एकरूि असतात. कसे ते िाहू.

(1) जर एकास एक संगतीने DABC िे दोन कोन DPQR चया दोन कोनािंरोिर असतील आचि तया   
 कोनांमधील समाचरटि िाजू समान असतील तर ते दोन चत्रकोि एकरूि असतात. 

या गुिधमा्वला कोन-िाजू-कोन 
कसोटी असे महितात. हे ् ोडकयात 
कोबाको कसोटी असे चलचहतात.

(2) जर एकास एक संगतीने D	ABC मधील दोन िाजू र D	PQR मधील दोन िाजू िरोिर असतील  
 आचि D	ABC चया तया दोन िाजूंमधला कोन हा D	PQR चया संगत िाजूंमधलया कोनाएरढा  
 असेल तर ते दोन चत्रकोि एकरूि असतात.

या गिुधमा्वला िाजू-कोन-िाजू 
कसोटी महितात आचि हे ्ोडकयात 
बाकोबा कसोटी असे चलचहतात.

(3) जर D	ABC चया तीन िाजू एकास एक संगतीने D	PQR चया िाजूंएरढ्ा असतील, तर ते चत्रकोि 
 एकरूि असतात.

या गिुधमा्वला िाजू-िाजू-िाजू 
कसोटी महितात आचि हे ्ोडकयात 
बाबाबा कसोटी असे चलचहतात.

(4) D	ABC, D	PQR या दोन काटकोन चत्रकोिांत ÐB, ÐQ हे काटकोन असून दोनही चत्रकोिांिे 
 कि्व समान आचि AB = PQ असेल तर ते चत्रकोि एकरूि असतात.

या गुिधमा्वला कण्मभुजा कसोटी महितात.

आकृती 3.15

A P

B C Q R

आकृती 3.16

A P

B

C

Q R

आकृती 3.17

A

P
B C

Q R

आकृती 3.18

A P

B C QR
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. . . . . . . . . . कसोटीने
D	ABC @ D	PQR 

. . . . . . . . . . कसोटीने
D	XYZ @ D	LMN 

(i) (ii)

(iii) (iv)

. . . . . . . . . . कसोटीने
D	PRQ @ D	STU 

. . . . . . . . . . कसोटीने
D	LMN @ D	PTR  

हे लक्ात ठेवूया.

 आिि काही िािी चदलया असता चत्रकोि रिना केलया आहेत. (उदा.दोन कोन आचि समाचरटि िाजू, तीन 
िाजू, दोन िाजू र समाचरटि कोन) यांिैकी कोितीही माचहती चदली असेल तर एकमेर चत्रकोि काढता येतो, हे 
आिि अनुभरले आहे. महिून दोन चत्रकोिांमधील एकास एक संगतीने या तीन िािी समान झालया तर ते दोन 
चत्रकोि एकरूि असतात. मग एकास एक संगतीने तयांिे तीनही कोन समान आचि तीनही िाजू समान आहेत हे 
समजते. दोन चत्रकोि एकरूि असतील तर एकास एक संगतीने तयांिे कोन समान असतात आचि तीन िाजू समान 
असतात. यािा उियोग भूचमतीतील अनेक उदाहरिांत होतो.

सरावसंच 3.2

1. िुढीलिैकी प्रतयेक उदाहरिातील चत्रकोिांचया जोडीिे सारखया खुिांनी दाखरलेले भाग एकरूि आहेत. 
तयाररून प्रतयेक जोडीतील चत्रकोि जया कसोटीने एकरूि होतात ती कसोटी आकृतीखालील ररकामया जागेत 
चलहा.

आकृती 3.19

A

B C

P

Q R

X

Y Z

L

M N

L M

N

T P

R

S

T U

P

Q R
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आकृती 3.21

P

Q

R

S

T

आकृती 3.20

A P

QB C R

2. खालील चत्रकोिांचया जोडांमधये दश्वरलेलया माचहतीिे चनरीक्ि करा. ते चत्रकोि कोितया कसोटीनुसार   
 एकरूि आहेत ते चलहा र तयांिे उरलेले एकरूि घटक चलहा.
 (i)        (ii)

आकृती 3.22

P Q

R

A B

C

आकृती 3.23

L

M N

P

3. खालील आकृतीतील माचहतीररून D	ABC र  
 D	 PQR या चत्रकोिांचया एकरूितेिी कसोटी 
 चलहून उरलेले एकरूि घटक चलहा. 

आकृतीत दश्वरलेलया माचहतीररून,
D	ABC  र D	PQR मधये 
ÐABC @	ÐPQR 
रेख BC @	रेख QR  
ÐACB @	ÐPRQ 
\	D	ABC @		D	PQR .......  कसोटी

\ÐBAC @	  .......एकरूि चत्रकोिांिे  
     संगत कोन.
रेखAB @	   आचि   @	रेख PR

.....एकरूि चत्रकोिांचया संगत िाजू

}..... एकरूि चत्रकोिांिे 
संगत कोन.

आकृतीत दश्वरलेलया माचहतीररून,
D	PTQ  र D	STR मधये 
रेख PT @	रेख ST 
ÐPTQ @	ÐSTR .......... िरसिर चररुद्ध कोन
रेख TQ @	रेख TR  
\	D	PTQ @		D	STR .......  कसोटी

\ÐTPQ @	   
र			  @	ÐTRS       

रेख PQ @	  एकरूि चत्रकोिांचया संगत िाजू. 

4. खालील आकृतीत दाखरलयाप्रमािे D	LMN  
 र D	 PNM या चत्रकोिांमधये LM = PN,  
 LN = PM आहे तर या चत्रकोिांचया एकरूितिेी 
 कसोटी चलहा र उरलेले एकरूि घटक चलहा. 

5. आकृती 3.24 मधये रेख AB @	रेख BC
 आचि रेख AD @	रेख CD. 
 तर चसद् ध करा की, 
 D	ABD @	D	CBD

आकृती 3.24A

B

C

D
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6. आकृती 3.25 मधये ÐP @ ÐR
 रेख PQ @  रेख QR
 तर चसद् ध करा की, 
 D	PQT @	D	RQS

जाणून घेऊया.

सिद् मवभुज मरिकोणाचे प्रिेय (Isosceles triangle theorem)

प्रिेय ः जर चत्रकोिाचया दोन िाजू एकरूि असतील तर तया िाजंूसमोरील कोन एकरूि असतात. 
पक् ः D	ABC मधये िाजू AB @	 िाजू AC 
साधय ः ÐABC @	ÐACB
रचना ः D	ABC मधये ÐBAC िा दुभाजक काढा, 
  तो िाजू BC ला जे् े छेदतो. तया चिंदूला D नार द्या. 
मसद्धता ः D	ABD  र D	ACD मधये 

  रेख AB @	 रेख AC ....... िक्
  ÐBAD  @ ÐCAD........रिना
  रेख AD @	 रेख AD ....... सामाईक िाजू
	 	 \	D	ABD @ D	ACD ...... 
	 	 \ÐABD @	  .......एकरूि चत्रकोिांिे संगत कोन
	 	 \ÐABC @	ÐACB      B - D - C

उपप्रिेय ः चत्रकोिाचया चतनही िाजू एकरूि असतील, तर तयािे चतनही कोन एकरूि असतात आचि प्रतयेक कोनािे 
  माि 60° असते. (या उिप्रमेयािी चसद ्धता तुमही चलहा.)

  सिद् मवभुज मरिकोणाचया प्रिेयाचा वयतयास (Converse of an isosceles triangle theorem)

प्रिेय ः  जर चत्रकोिािे दोन कोन एकरूि असतील तर तया कोनांसमोरील िाजू एकरूि असतात. 
पक् ः D	PQR मधये ÐPQR @	ÐPRQ
साधय ः िाजू PQ @	 िाजू PR
रचना ः ÐP िा दुभाजक काढा. तो िाजू QR 
      ला जे् े छेदतो तया चिंदूला M नार द्या.
मसद्धता ः D	PQM  र D	PRM मधये 

  ÐPQM  @ ........ िक्
  ÐQPM  @ ÐRPM........
   रेख PM @	  ....... सामाईक िाजू
	 	 \	D	PQM @ D	PRM ......  कसोटी
  \	रेख PQ @	 रेख PR.......एकरूि चत्रकोिाचया संगत िाजू

R

S T

P

Q

आकृती 3.25

CDB

A

आकृती 3.26

P

RMQ

आकृती 3.27
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    कृती I 
	 गटातील	प्रत्येकानये,	एका	कोनाचये माप	30°  
	 अाहये	असा	काटकोन	त्रिकोण	काढावा.
	 प्रत्येकानये	 30°	 मापाच्ा	 कोनासमोरील 
	 बाजूची	आत्ण	कणाणाची	लांबी	मोजावी.		 	
	 गटातील	एका	त्वद्ार्ाणानये	सवाांनी	काढलयेल्ा	
	 त्रिकोणांसाठी	पुढील	सारणी	पूणणा	करावी.

त्रिकोण	क्रमांक 1 2 3 4
30° कोनासमोरील	
बाजूंची	लांबी

कणाणाची	लांबी

वरील	 सारणीवरून	 कोनांची	 मापये	 30°, 60° आत्ण	 90°	 असणाऱ्ा	 त्रिकोणाच्ा	 बाजूंचा	 काही	 गुणधमणा	 
		त्मळतो	का	?

  कृती II
कंपासपयेटीतील	एका	गुण्ाचये	कोन	30°,60°	आत्ण	90° असतात.	त्ांच्ा	बाजूंच्ा	संदराणात	हा	गुणधमणा	
त्मळतो	का	्ाचा	पडताळा	घ्ा.

्ा	कृतींवरून	आपल्ाला	त्मळालयेला	एक	महत्वाचा	गुणधमणा	आता	त्सद्	ध	करू.

आकृती 3.28

A

B C
30°

60°

उपप्रमेय ः	 त्रिकोणाचये	तीनही	कोन	एकरूप	असतील	तर	त्ाच्ा	तीनही	बाजू	एकरूप	असतात.	
	 	 (्ा	उपप्रमये्ाची	त्सद्	धता	तुमही	त्लहा.)
	 	 वरील	दोनही	प्रमये्ांची	त्वधानये	परसपरांचये	व्त्ास	आहयेत.
	 	 वरील	दोनही	उपप्रमये्ांची	त्वधानये	परसपरांचये	व्त्ास	आहयेत.

विचार करूया

(1)	 समद	्त्वरुज	त्रिकोणाच्ा		प्रमये्ाची	त्सद्	धता	वयेगळी	रचना	करून	दयेता	्येईल	का	?
(2)	 समद्	त्वरुज	त्रिकोणाच्ा	प्रमये्ाची	त्सद्	धता	कोणतीही	रचना	न	करता	दयेता	्येईल	का	?

जाणून घेऊया.

    30° - 60° - 90° मापाचया वरिकोणाचा गुणधम्म (Property of 30° - 60° - 90° triangle)
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A

B C

आकृती 3.29

30°

60°

प्रमेय ः	 जर	काटकोन	त्रिकोणाचये	लघुकोन	30° व	60° असतील	तर	30°	च्ा	कोनासमोरील	बाजू	कणाणाच्ा		
	 	 त्नममी	असतये.
	 	 (खाली	त्दलयेल्ा	त्सद्	धतयेतील	ररकाम्ा	जागा	ररा.)
पक्ष ः	 काटकोन	D ABC	मध्ये	
  ÐB	=	90°,	ÐC	=	30°,	ÐA	=	60°

साधय ः AB = 1
2

AC

रचना ः	 AB	रयेषाखंड	वाढवून	त्ावर	D	त्बंदू	असा	घ्ा	की
	 	 AB	=	BD,	नंतर	DC	रयेषाखंड	काढा.
वसद् धता ः D ABC	व	D DBC	मध्ये
	 			 रयेख	AB	@	रयेख	DB	...........	

   ÐABC @ ÐDBC	........	
	 			 रयेख	BC	@	रयेख	BC	............	
   \ D ABC @ D DBC	.....	
   \ ÐBAC @ ÐBDC	........	एकरूप	त्रिकोणाचये	संगत	कोन
   D ABC	मध्ये		ÐBAC	=	60° \ ÐBDC	=	60°
  आता	D ADC	मध्ये,	
  ÐDAC	=	ÐADC	=	ÐACD	=	60°	...	(			त्रिकोणाच्ा	कोनांची	बयेरीज	180°)
  \ D ADC	हा	समरुज	त्रिकोण	हायेईल.
  \ AC	=	AD	=	DC	........	समद	्त्वरुज	त्रिकोणाच्ा	व्त्ासाचये	उपप्रमये्
	 	 	परंतु	AB	=	 1

2
	AD........	रचना				\AB = 1

2
	AC	........	(	AD	=	AC)

 कृती 

	 वरील	आकृती	3.29	च्ा	आधारये	ररकाम्ा	चौकटी	ररून	खालील	प्रमये्ाची	त्सद्	धता	पूणणा	करा.

	 काटकोन	त्रिकोणात	इतर	कोन	30°, 60°		असतील	तर	60°	कोनासमोरील	बाजू		ही	 2
3   ́  कणणा	असतये.

	 वरील	प्रमये्ात	AB	=		 1
2
	AC	हये	आपण	पात्हलये.

      AB2 + BC2 = 	.	.	.	.	.	पा्थागोरसचा	त्सद	्धांत	वापरून

 4
1  AC2 + BC2 = 

            \ BC2 = AC2 - 4
1  AC2

           \ BC2 = 

                 \ BC = 2
3  AC

A

B C

D
आकृती 3.30

60°

30°
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A

B CD

आकृती 3.32

 कृती

 काटकोन मरिकोणाचे कोन जर 45°, 45°, 90° असतील तर काटकोन करणारी प्रतयके बाजू ही  
  

2
1  ́  कण्म  असते.

	 D	ABC मधये, ÐB = 90° आचि ÐA = ÐC = 45°
	 \	BC = AB

 िाय्ागोरसचया चसद् धांतानुसार,

 AB2 + BC2 = 
 AB2 +  = AC2 ... ( BC = AB)
            \   2AB2 = 
                \	AB2 = 
                 \	AB = 

2
1  AC

 या गुणधिा्मला 45°- 45°- 90° चया मरिकोणाचे प्रिेय महणतात.

आकृती 3.31

A

B C

45°

45°

 
हे लक्ात ठेवूया.

(1) चत्रकोिािे कोन 30°, 60° र 90° असतील तर 30° चया कोनासमोरील िाजू कि्व
2     

 असते आचि  60° चया कोनासमोरील िाजू 3
2

 कि्व असते. 

 या प्रमेयाला 30°-60°-90° िे प्रमेय महितात.

(2) चत्रकोिािे कोन 45°, 45° र 90° असतील तर काटकोन करिारी प्रतयेक िाजू  
2

 असते.

 या प्रमेयाला 45°-45°-90° प्रमेय महितात.

जरा आठवूया.

मरिकोणाची िधयगा 
 चत्रकाेिािा चशरोचिंदू र तयाचया समोरील िाजूिा मधयचिंदू यांना जोडिारा रेषाखंड महिजे तया चत्रकोिािी  

 मधयगा होय. 
 आकृतीत D हा िाजू BC िा मधयचिंदू आहे. 
	 \	रेख AD ही D	ABC िी एक मधयगा आहे.  

कि्व
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जाणून घेऊया.

    काटकोन मरिकोणाचया कणा्मचया िधयगेचा गुणधि्म

 कृती ः समजा आकृती 3.35 मधये D	 ABC हा काटकोन चत्रकोि आहे. रेख BD ही मधयगा आहे. 
 खालील रेषाखंडािी लािंी मोजा. 
 l(AD) =......... l(DC) =............ l(BD) = ............

 याररून (BD) = 1
2

 (AC) हा गिुधम्व चमळतो यािा िडताळा घया. 

 हा गुिधम्व चसद्ध करु. 

आकृती 3.33

G

B

F

A
E

C

D

आकृती 3.34

A

B

CD

आकृती 3.35

 कृती I ः कोिताही एक चत्रकोि ABC काढा. या 
   चत्रकोिाचया AD, BE, र CF या मधयगा 
   काढा. तयांचया संिात चिंदूला G नार द्या.  
   AG र GD यांचया लािंीिी तुलना 
   कक्कटकाचया साहाययाने करा. AG िी 
   लांिी GD चया दुपिट आहे. यािा िडताळा 
   घया. तयािप्रमािे BG िी लािंी GE चया 
   दुपिट आचि CG िी लांिी GF चया 
   लांिीचया दुपिट आहे का यािाही िडताळा  
   घया.

याररून मधयगा संिात चिंदू प्रतयके मधयगेिे 2ः1 या प्रमािात चरभाजन करतो हा गुिधम्व लक्ात घया.

 कृती II ः D	ABC हा एक चत्रकोि िुठ्ठारर काढा र 
   कािा. तयाचया चतनही मधयगा काढा. तयांचया 
   संिातचिंदूला G नार द्या. तळािा िृष्ठभाग 
   सिाट असिारी िेष्नसल घया र सिाट भाग रर 
   करून ती उभी धरा. िेष्नसलरर चिंदू G ठेरून 
   चत्रकोि तोलून धरता येतो हे 
   िडताळा. याररून G चिंदूिा, महिजे मधयगा 
   संिात चिंदूिा एक महत्रािा गुिधम्व लक्ात 
   येतो.
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प्रमेय ः	 काटकोन	त्रिकोणात	कणाणावर	काढलेल्ा	मध्गेची	लांबी	कणाणाच्ा	त्नममी	असते.	
पक्ष ः	 काटकोन	D ABC	मध्े	रेख	BD	ही	मध्गा	आहे.	

साधय ः  BD	=	 1
2

AC

रचना ः  त्करण	BD	वर	E	त्बंदू	असा	घ्ा	की	B	-	D	-	E	
	 	 आत्ण	l(BD)	=	l(DE).		रेख	EC	काढा.
ससद्धता ः	 (त्सद्धतेतील	मुख्	पा्ऱ्ा	दाखवल्ा	आहेत.	मधल्ा	पा्ऱ्ा
	 	 		त्वधान	ेव	कारणे	्ा	रूपात	त्लहा	व	त्सद्धता	पूणणा	करा.)	
  D ADB	@ D CDE	......	बाकोबा	कसोटी
	 	 रेषा	AB	úú रेषा	EC	..........व्ुत्क्रम	कोन	कसोटी.	
  D ABC @ D ECB	......	बाकोबा	कसोटी

	 	 BD	=	 1
2
(AC)

 

हे लक्षात ठेवूया.

कोणत््ाही	काटकोन	त्रिकोणात	कणाणावर	काढलेल्ा	मध्गेची	लांबी	कणाणाच्ा	त्नममी	असते.	

सरावसंच 3.3

1. आकृती	3.37	मध्े	दाखवलेली
	 मात्हती	पाहा.	x	आत्ण	y		च्ा	
	 त्कंमती	काढा.	तसेच ÐABD	व	
 ÐACD	ची	मापे	काढा.

2.	 काटकोन	त्रिकोणात	कणाणाची	लांबी	15	असेल	तर	त््ावर	काढलेल्ा	मध्गेची	लांबी	काढा.	

3. D PQR	मध्े	ÐQ	=	90°, 	PQ	=	12,	QR	=	5	आत्ण	QS	ही	PR	ची	मध्गा	असेल	तर	QS	काढा.

4.	 आकृती	3.38	मध्े	D PQR	चा	G	हा	मध्गा	संपात	त्बंदू	आहे.	
	 जर	GT	=	2.5	सेमी,	तर	PG	आत्ण	PT	्ांची	
	 लांबी	काढा.	

A

B
C

D

E

आकृती 3.36

आकृती 3.37

A

B C

D

x
y50°

60°

आकृती 3.38

P

Q R

G

T
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 कृती ः सोईसकर लांिीिा रेख AB काढा. तयाचया मधयचिंदूला M हे 
नार द्या. चिंदू M मधून जािारी आचि रेख AB ला लंि 
असिारी रेषा l  काढा. रेषा l ही रेख AB िी लंिदुभाजक रेषा 
आहे, हे लक्ात आले का ?

 रेषा l रर कोठेही P हा चिंदू घया. PA आचि PB  या अंतरािंी 
तुलना कक्कटकाने करा. काय आढळले ? PA = PB  असे 
आढळले ना ? याररून लक्ात येते की, रेषाखंडाचया 
लंिदुभाजकाररील कोिताही चिंदू तया रेषाखंडाचया टोकांिासून 
समदूर असतो. 

 आता कंिासचया साह्याने चिंदू A आचि B यांचयािासून समदूर 
असिारे, C आचि D यांसारखे काही चिंदू घया. सर्व चिंदू रेषा l 
ररि आले ना ? याररून काय लक्ात आले ? रेषाखंडाचया 
टोकांिासून समदूर असिारा प्रतयेक चिंदू तया रेषाखंडाचया 
लंिदुभाजकारर असतो. हे दोन गिुधम्व लंिदुभाजकाचया 
प्रमेयािे दोन भाग आहेत. ते आता आिि चसद्ध करू. 

जाणून घेऊया.

   लंबदुभाजकाचे प्रिेय (Perpendicular bisector theorem)

भाग  I ः रेेषाखंडाचया लंिदुभाजकाररील प्रतयेक चिंदू हा तया रेषाखंडाचया अंतयचिंदूंिासून समान 
  अंतरारर असतो. 

पक् ः रेषा l ही रेख AB  िी लंिदुभाजक रेषा, 

  रेख AB ला M मधये छेदते.

  चिंदू P हा रेषा l ररील कोिताही चिंदू आहे. 

साधय ः  l (PA) = l (PB)

रचना ः रेख AP र रेख BP काढा.
मसद्धता ः D	PMA  र D	PMB मधये 

  रेख PM @	 रेख PM ....... सामाईक िाजू
	 	 ÐPMA @	ÐPMB .......प्रतयेकी काटकोन
  रेख AM @	 रेख BM ....... M हा मधयचिंदू 

A BM

P

l

आकृती 3.40

आकृती 3.39

A B
M

P

l

D

C

जरा आठवूया.
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	 	 \	D	PMA @ D	PMB ...... िाकोिा कसोटी
	 	 \	रेख PA @	 रेख PB.......एकरूि चत्रकोिाचया संगत भुजा
	 	 \	l (PA) = l (PB) 
  याररून रेेषाखंडाचया लंिदुभाजकाररील प्रतयेक चिंदू हा तयाचया अंतयचिंदूिंासून समदूर असतो.

भाग  II ः रेषाखंडाचया टोकािंासून समदूर असिारा कोिताही चिंदू तया रेषाखंडाचया लंिदुभाजकारर असतो. 

पक् ः चिंदू P हा रेषाखंड AB चया टोकांिासून समदूर असलेला 

  कोिताही चिंद ूआहे. महिजिे PA = PB.

साधय ः  P हा रेख AB चया लिंदुभाजकारर आहे.

रचना ः रेख AB िा M हा मधयचिंदू घेतला. रेषा PM काढली.

मसद्धता ः D	PAM  र D	PBM मधये 
   रेख PA @	 रेख PB ......... 
   रेख AM @	 रेख BM ....... 
   रेख PM @	  ....... सामाईक िाजू 
	 	 	 \D	PAM @ D	PBM ......  कसोटी.
	 	 	 \	ÐPMA  @ ÐPMB.......एकरूि चत्रकोिािे संगत कोन
   िरंतु ÐPMA  +  = 180°
	 	 	 ÐPMA  + ÐPMA = 180°	........	(  ÐPMB  = ÐPMA) 
   2 ÐPMA  = 
   \	ÐPMA = 90° 

	 	 	 \	रेख PM ^	रेख AB       ......(1)
   तसेि, रेख AB िा M हा मधयचिंदू आहे.     ......(2)  (रिना)
	 	 	\	रेषा PM ही रेख AB िी लंिदुभाजक रेषा आहे महिजेि P हा रेख AB चया लिंदुभाजकारर आहे.

कोनदुभाजकाचे प्रिेय (Angle bisector theorem)

भाग I    ः   कोनदुभाजकाररील प्रतयेक चिंदू हा तया कोनाचया भुजांिासून समदूर असतो. 
पक् ः चकरि QS  हा ÐPQR  िा दुभाजक आाहे. 
  A हा कोनदुभाजकाररील कोिताही एक चिंदू आहे. 
  रेख AB ^	चकरि QP  रेख AC ^	चकरिQR
साधय ः रेख AB @	 रेख AC
मसद्धता ः चत्रकोिांचया एकरूितेिी योगय कसोटी रािरून चसद्धता चलहा. 

आकृती 3.41

A B

P

M

A

B

C

P

Q R

S

आकृती 3.42
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भाग II ः कोनाचया भुजांिासून समान अंतरारर असिारा कोिताही चिंदू तया कोनाचया दुभाजकारर असतो. 

पक् ः ÐPQR चया अंतभा्वगात A हा एक चिंदू असा आहे की,
     रेख AC ^	रेख QR
  रेख AB ^	चकरि QP
     AB = AC
साधय ः चकरि QA हा ÐPQR िा दुभाजक आहे. 
     महिजेि ÐBQA = ÐCQA 
मसद्धता ः चत्रकोिाचया एकरूितेिी योगय कसोटी रािरून चसद्धता चलहा. 

जरा आठवूया.

 कृती 
आकृतीत दाखरलयाप्रमािे िाजू XZ > िाजू XY असा 
D	XYZ काढा. 
ÐZ  र ÐY मोजा. कोिता कोन मोठा आहे ?  

जाणून घेऊया.

मरिकोणातील बाजू व कोन यांचया असिानतेचे गुणधि्म 

प्रिेय ः जर चत्रकोिाचया दोन िाजूिंैकी एक िाजू दुसरीिेक्ा मोठी असेल तर मोठ्ा िाजूसमोरील कोन लहान  
  िाजूसमोरील कोनािेक्ा मोठा असतो.  
पक्  ः  D	XYZ मधये िाजू XZ > िाजू XY 
साधय  ः  ÐXYZ > ÐXZY
रचना  ः  िाजू XZ रर P चिंदू असा घया की 
  l (XY) = l (XP),   रेख YP काढा. 
मसद्धता  ः D	XYP मधये

 XY = XP .........रिना 
\		ÐXYP = ÐXPY.....समान भुजांसमोरील  कोनािंी मािे समान .....(I)
	 ÐXPY हा D	YPZ िा िाह्यकोन
\		ÐXPY > ÐPZY  .........िाह्यकोनािे प्रमेय
	 ÐXYP  > ÐPZY  ..........चरधान (I) ररून 
	 ÐXYP  + ÐPYZ > ÐPZY (जर a > b आचि c > 0  तर a + c > b)
	 ÐXYZ > ÐPZY  महिजेि ÐXYZ > ÐXZY

A

B

C

D

P

Q R

आकृती 3.43

X

Y Zआकृती 3.44

X

Y Z

P

आकृती 3.45
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प्रिेय ः चत्रकोिािे दोन कोन असमान मािांिे असतील तर मोठ्ा कोनासमोरील िाजू ही लहान कोनासमोरील  
  िाजूिेक्ा मोठी असते. 
  या प्रमेयािी चसद्धता अप्रतयक् िद्धतीने देता येते. खाली चदलेलया चसद्धतेतील ररकामया जागा भरून  
  चसद्धता िूि्व करा. 
पक् ः DABC मधये ÐB > ÐC 
साधय ः AC > AB
मसद्धता ः D	ABC चया िाजू AB आचि िाजू AC चया 
  लािंींमधये खालीलिैकी एक आचि एकि 
  शकयता असते.  
  (i)  AC < AB    (ii)     (iii)   

A

B Cआकृती 3.46

मागील इयततेत आिि एक कृती केली होती. 
तयाररून चत्रकोिािा एक गुिधम्व िाचहला होता. तो 
आठरूया.

शेजारील चित्रात दाखरलयाप्रमािे A या चठकािी 
दुकान आहे. समीर C या चठकािी उभा होता. दुकानात 
िोहोिणयासाठी तयाने C ® B ® A या डािंरी 
मागा्वऐरजी C ® A  हा माग्व  घेतला. कारि तयाचया 
लक्ात आले की हा माग्व कमी लांिीिा आहे. महिजे 
चत्रकोिािा कोिता गुिधम्व तयाचया लक्ात आला होता?
चत्रकोिाचया कोितयाही दोन िाजूिंी िेरीज चतसऱया 
िाजूिेक्ा मोठी असते, हा गिुधम्व आता चसद् ध करू.

 (i) AC < AB हे गृहीत धरू. 
 चत्रकोिाचया असमान िाजूंिैकी मोठ्ा 

िाजूसमोरील कोन लहान िाजूसमोरील 
कोनािेक्ा   असतो. 

 \	ÐC > 
 िरंतु ÐC < ÐB ......... िक्. 
 महिजे चरसंगती चनमा्वि होते. 
 \ 	< 	हे िूक आहे. 

 (ii)  जर AC = AB 
 तर ÐB	= ÐC	
 िरंतु 	> 	...... िक्. 
 महिजे िुनहा चरसंगती चनमा्वि होते. 
 \	 	= 		हे िूक आहे. 
 \	AC > AB ही एकि शकयता उरते. 
 \	AC > AB

A
B

C

जरा आठवूया.
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प्रिेय ः चत्रकोिाचया कोितयाही दोन िाजूंिी िेरीज ही चतसऱया िाजूचया लांिीिेक्ा जासत असते. 
पक् ः D	ABC  हा कोिताही चत्रकोि आहे. 
साधय ः AB + AC > BC
  AB + BC > AC 
  AC + BC > AB
रचना ः चकरि BA रर D चिंदू असा घया की AD = AC 
मसद्धता ः D	ACD मधये, AC = AD ..... रिना
	 	 \	ÐACD = ÐADC ...... (एकरूि िाजूंसमोरील कोन)
	 	 \	ÐACD + ÐACB > ÐADC  

	 	 \	ÐBCD > ÐADC
	 	 \	िाजू BD > िाजू BC .........(चत्रकोिात मोठ्ा काेनासमोरील िाजू मोठी)
	 	 \	BA + AD > BC ..........(  BD = BA + AD)   
   BA + AC > BC .......... ( AD = AC )
   तसेि AB + BC > AC 
   आचि  BC + AC > AB हे चसद्ध करता येईल. 

सरावसंच 3.4

1. आकृती 3.48 मधये, चिंदू A हा ÐXYZ चया दुभाजकारर आहे. 

 जर AX = 2 सेमी तर AZ काढा. 
A

X

Y Z

आकृती 3.48

S

R

T

P

आकृती 3.49

2. आकृती 3.49 मधये ÐRST = 56°, रेख PT ^ चकरि ST, 
रेख PR ^ चकरि SR आचि रेख PR @	 रेख PT  
असेल तर ÐRSP काढा. कारि चलहा. 

3.  D	PQR मधये PQ = 10 सेमी, QR = 12 सेमी, PR = 8 सेमी तर या चत्रकोिािा सराांत मोठा र सराांत 
लहान कोन ओळखा. 

4. D	FAN मधये  ÐF = 80°, ÐA = 40°  तर चत्रकोिाचया सरा्वत मोठ्ा र सराांत लहान िाजूंिी नारे  
सकारि चलहा.

5.  चसद्ध करा की समभुज चत्रकोि समकोन चत्रकोि असतो. 

A

B C

D

आकृती 3.47
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6. D	ABC मधये ÐBAC िा दुभाजक िाजू BC रर लंि असेल तर चसद्ध करा की D	ABC हा समद् चरभुज
 चत्रकोि आहे.

7.  आकृती 3.50 मधये जर रेख PR @	 रेख PQ  
 तर दाखरा की रेख PS > रेख PQ

8.  आकृती 3.51 मधये D	ABC िे रेख AD 
 आचि रेख BE हे चशरोलंि आहेत आचि 
 AE = BD  आहे, तर चसद्ध करा की 
  रेख AD @	 रेख BE

जाणून घेऊया.

सिरूप मरिकोण (Similar triangles)

िुढील आकृतयांिे चनरीक्ि करा.

प्रतयके भागात दाखरलेलया दोन-दोन आकृतयांिा आकार (Shape) सारखा आहे. िरंतु तया आकृतया लहान-
मोठ्ा आहेत, महिजे तया एकरूि नाहीत. 

अशा सारखया चदसिाऱया आकृतयांना महिजेि समान रूि असलेलया आकृतयांना सिरूप आकृतया असे 
महितात. 

R S

P

Q
आकृती 3.50

A

B C

E

D
आकृती 3.51
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चत्रकोिांिी संखया 1   चत्रकोिांिी संखया 4   चत्रकोिांिी संखया ः 9

D	ABC र D	DEF हे ABC « DEF या संगतीत समरूि आहेत. 
ÐA  @ ÐD, ÐB  @ ÐE, ÐC  @ ÐF 

आचि  AB
DE

 = 4
8

1
2

= ;     BC
EF

 = 3
6

1
2

= ;       AC
DF

 = 2
4

1
2

= , महिजेि संगत िाजू प्रमािात आहेत. 

तयािप्रमािे D	DEF आचि D	PQR यांिा चरिार करा. DEF « PQR या संगतीत तयांिे कोन एकरूि 
आचि िाजू प्रमािात आहेत का? 

 

एखादा िोटो, तया िोटोररून काढलेला मोठा िोटो यांत समरूिता आढळते. तसिे रसते आचि रसतयांिा 
नकाशा यांत समरूिता आढळते. 

दोन आकृतयांमधील िाजूिंी प्रमाििद्धता हा समरूि आकृतयांिा महत्रािा गुिधम्व आहे. समरूि आकृतयांमधये 
जर कोन असतील तर ते मात्र एकरूि, तयाि मािािे असारे लागतील. दोन रसतयामंधये जो कोन आहे तोि कोन 
तयाचंया नकाशात नसेल तर तो नकाशा चदशाभूल करिारा ठरेल. 

ICT Tools or Links

मोिाइलरर चकंरा संगिकारर एखादा िोटो काढा. तो लहान चकंरा मोठा करताना तुमही काय करता ते आठरा. 
तसेि एखाद्या िोटोतील एखादा भाग िाहणयासाठी तुमही कोिती कृती करता ते आठरा.

आता आिि समरूि चत्रकोिांिे गुिधम्व एका कृतीतून समजून घेऊ. 

 कृती ः   4 सेमी, 3 सेमी र 2 सेमी िाजू असलेला एक चत्रकोि कागदारर काढा. हा चत्रकोि एका जाड कागदारर  
ठेरा. तयाभोरती िेष्नसल चिररून तसे 14 चत्रकोि कािून तयार करा. 

 कागदािे हे चत्रकोिाकृती तुकडे एकरूि आहेत हे लक्ात घया. ते खाली दाखरलयाप्रमािे रिून तीन चत्रकोि 
तयार करा. 

´

´

D

E F

4

4

3 3

2

2

आकृती 3.53

4

4

4 2

2

2
R3 3 3

P

Q
आकृती 3.54आकृती 3.52

A

B C3

24
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आकृती 3.55

A1

A2

A3

B1 B2 B3 C1C2C3

जाणून घेऊया.

मरिकोणांची सिरूपता

D	ABC आचि D	PQR मधये जर (i) ÐA = ÐP, ÐB = ÐQ, ÐC = ÐR आचि 

(ii) AB
PQ

 = BC
QR

 = AC
PR

 ; तर D	ABC आचि D	PQR समरूि आहेत असे महितात. 

‘D	ABC आचि D	PQR समरूि आहेत’ ‘D	ABC ~ D	PQR’ असे चलचहतात. 
समरूि चत्रकोिांिे संगत कोन आचि संगत िाजू यािंा िरसिर संिंध खालील कृतीतून समजून घेऊ. 

 कृती ः  DA1B1C1 हा कोिताही चत्रकोि जाड कागदारर काढा आचि कािून घया. ÐA1, ÐB1, ÐC1   मोजा.
 तसेि जाड कागदारर DA2B2C2 र  DA3B3C3 हे आिखी दोन चत्रकोि असे काढा की      
 ÐA1=ÐA2=ÐA3   , ÐB1 =ÐB2 =ÐB3 ,  ÐC1 = ÐC2 =ÐC3  
 आचि  B1 C1 > B2 C2 >  B3 C3     आता ते दोन चत्रकोि कािा र िाजूला ठेरा.
 तीनही चत्रकोिांचया भुजािंी लािंी मोजा. या चत्रकोिांिी रिना खालीलप्रमािे दोनही प्रकारे करा.

 
A1B1

A2B2

,   
B1C1

B2C2

,  
A1C1

A2C2

   ही गिुोततरे तिासा . ती समान अाहेत हे िडताळा .

तयािप्रमािे    
A1C1

A3C3

,  
B1C1

B3C3

,  
A1B1

A3B3

   ही   गिुोततरे देखील  समान आहेत का ते िाहा.

या कृतीररून लक्ात घया, की जया चत्रकोिांिे संगत कोन समान मािांिे असतात, तयांचया संगत िाजूंिी  गुिोततरेही 
समान असतात. महिजेि तयांचया संगत िाजू एकाि प्रमािात असतात. 

आिि िाचहले, की D	ABC आचि D	PQR मधये जर (i) ÐA = ÐP, ÐB = ÐQ,	ÐC = ÐR, 

तर (ii) AB
PQ

 = BC
QR

 = AC
PR

 महिजे जर संगत कोन समान असतील तर संगत िाजू एकाि प्रमािात असतात.

हा चनयम ्ोडे श्म घेऊन चसद् ध करता येतो. आिि तो अनेक उदाहरिांत रािरिार आहोत.

आकृती 3.56

A1= A2= A3

B1
C1

C2

C3B3

B2
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हे लक्ात ठेवूया.

 y दोन चत्रकोिांिे संगत कोन समान असतात तेवहा ते चत्रकोि समरूि असतात. 

 y दोन चत्रकोि समरूि असतात तेवहा तयांचया संगत िाजू प्रमािात असतात र संगतकोन एकरूि असतात.

उकल ः  प्रतयेक चत्रकोिाचया कोनांिी िेरीज 180° असते. 

चदलेलया माचहतीनुसार 

ÐA = ÐP आचि ÐB = ÐQ       \	ÐC = ÐR 

\	D	ABC आचि D	PQR हे समकोन चत्रकोि आहेत. 

\ तयांचया िाजू एका प्रमािात आहेत.       

\			AB
PQ

    =  BC
QR

 =  AC
PR

 

\			  3
PQ

    =  4
6

 =  AC
7.5

									 \	4 ´ PQ  = 18 

	 \	PQ  =  
18
4

 = 4.5 

 तसेि 6 ´ AC  = 7.5 ´ 4 

	\	AC = 
7.5 ´  4
     6

  = 
30
 6

 = 5

सरावसंच 3.5

1. जर D	XYZ ~ D	LMN तर तयांिे एकरूि असिारे संगत कोन चलहा आचि संगत िाजूंिी गुिोततरे चलहा.

2. D	XYZ मधये XY = 4 सेमी, YZ = 6 सेमी, XZ = 5 सेमी, जर  D	XYZ ~ D	PQR आचि  
PQ = 8 सेमी असेल तर D	PQR चया उरलेलया िाजू काढा. 

3.  समरूि चत्रकोिांचया जोडीिी कच्ी आकृती काढा. चत्रकोिांना नारे द्या. तयांिे संगत कोन सारखया खुिांनी 
दाखरा. चत्रकोिांचया संगत िाजूंचया लांिी प्रमािात असलेलया संखयांनी दाखरा. 

7.5

6

A

4

3

BC

P
O

O

QR

आकृती 3.57

उदा.  आकृती 3.57 मधये D	 ABC 
आचि D	PQR दाखचरले आहेत. 
तया चत्रकोिात दाखरलेलया 
माचहतीिे चनरीक्ि करा. तयाररून 
जयांिी लांिी चदलेली नाही, तया 
िाजूंिी लािंी काढा. 

•

•
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उपक्रि ः 
तुमचया शाळेचया चंकंरा घराचया भोरतालचया 500 मीटर िररसरातील रसतयािा नकाशा तयार करा.
रसतयांररील दोन चठकािांमधील अंतर कसे मोजाल ? साधारि 2 मीटर अंतरामधये तुमिी चकती िारले (Steps) 

िालून होतात ते िाहा. दोन मीटर अंतरामधये तीन िारले िालून झाली तर तया प्रमािात 90 िारले महिजे 60 मीटर 
असे मानून अंतरे ठररा. ्ोडकयात, िररसरातील सर्व रसतयांरर िालून तुमहांला रेगरेगळी अंतरे ठररारी लागतील. 
नंतर रसते चज्े एकमेकांना छेदतात ते् े जो कोन होतो तयाचया मािािा अंदाज घया. रसतयांचया मोजलेलया लांिींसाठी 
योगय प्रमाि घेऊन नकाशा तयार करा. िररसरातील दुकाने, टिऱया, इमारती, िससटटॉि, ररक्ासटटँड इतयादी दाखरणयािा 
प्रयतन करा. खाली नकाशािा एक नमुना सूिीसह चदला आहे.

सूची ः  1. िुसतकांिे दुकान  2. िस ्ांिा  3. सटेशनरीिे दुकान 4. िटँक 
 5. औषधांिे दुकान  6. उिाहार गृह  7. सायकलिे दुकान

1

1

2

2

3

3

4

4
5

7

6

6

6

जरा आठवूया.

 तुमही नकाशा तयार करताना रसतयाररील अंतरे योगय प्रमािात दाखरायिी आहेत. जसे 1 सेमी = 100 मी 
चकंरा 1 सेमी = 50 मी चत्रकोिांचया गुिधमाांिा चरिार केला का ? चत्रकोिात मोठ्ा कोनासमोरील िाजू मोठी 
असते, हे आठरा.
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P

Q R

S

आकृती 3.58

A

B CD E
आकृती 3.59

P

Q RS
आकृती 3.60

संकीण्म प्रशनसंग्रह 3

1. खालील िहुिया्वयी प्रशनांचया चदलेलया उततरांिैकी अिूक िया्वय चनरडा.
 (i)  एका चत्रकोिाचया दोन भुजा 5 सेमी र 1.5 सेमी असतील तर चत्रकाेिाचया चतसऱया भुजेिी लांिी 
        . . . . . . . नसेल.
  (A) 3.7 सेमी (B) 4.1 सेमी (C) 3.8 सेमी  (D) 3.4 सेमी

 (ii)  D	PQR मधये जर ÐR > ÐQ तर . . . . . . . . असेल.
  (A) QR > PR (B) PQ > PR (C) PQ < PR (D) QR < PR

 (iii)  D	TPQ मधये ÐT = 65°, ÐP = 95°  तर खालील चरधानािंैकी सतय चरधान कोिते ? 
  (A) PQ < TP (B) PQ < TQ    (C) TQ < TP < PQ      (D) PQ < TP < TQ

2.  D	ABC हा समद ्चरभुज चत्रकोि आहे. जयात AB = AC आहे आचि BD र CE या दोन मधयगा 
 आहेत,  तर BD = CE दाखरा.

3. D	PQR मधये जर PQ > PR आचि ÐQ र ÐR 
 िे दुभाजक S मधये छेदतात तर दाखरा की, SQ > SR.

4. आकृती 3.59 मधये D	ABC चया BC िाजू रर 
 D आचि E चिंदू असे आहेत की BD = CE तसेि
 AD = AE तर दाखरा की, D	ABD @	D	ACE.

5. आकृती 3.60 मधये D	PQR चया िाजू QR रर S
 हा कोिताही एक चिंदू आहे तर चसद् ध करा की,
 PQ + QR + RP > 2PS
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7.   आकृती 3.62 मधये रेख PT हा ÐQPR िा दुभाजक आहे. 
चिंदू R मधून काढलेली रेख PT ला समांतर असिारी रेषा, 
चकरि QP ला S चिंदूत छेदते, तर चसद् ध करा, PS = PR

6. आकृती 3.61 मधये D	ABC चया ÐBAC िा 
 दुभाजक BC ला D चिंदूत छेदतो, तर चसद् ध करा
 की AB > BD

आकृती 3.61

A

B CD

आकृती 3.62
Q T R

S

P

8. आकृती 3.63 मधये रेख AD ^ रेख BC. 
 रेख AE  हा ÐCAB िा दुभाजक असून E-D-C. 
 तर दाखरा, की 
 mÐDAE = 1

2
 (mÐC -  mÐB )

मवचार करूया

आिि चशकलो, की दोन चत्रकोि समकोन असतील, तर तयांचया संगत िाजू एकाि प्रमािात असतात. 

दोन िौकोन समकोन असतील, तर तयाचंया सगंत िाज ू एकाि प्रमािात असतात का ? चरचरध आकृतया     
काढून िडताळा.

हाि गिुधम्व इतर िहुभुजाकृतींचया िाितीत तिासून िाहा.

qqq

आकृती 3.63
A

B

C

D

E
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4 मरिकोण रचना

चत्रकोिाचया घटकािंी खालील माचहती चदली असता चत्रकोि काढिे.
•	 िाया, िायालगतिा एक कोन र उरलेलया दोन िाजूंचया लांिीिी िेरीज
•	 िाया, िायालगतिा एक कोन र उरलेलया दोन िाजूंतील िरक
•	 िररचमती र िायालगतिे कोन

l

Q

BTA

आकृती 4.1

जरा आठवूया.

मागील इयततेत आिि खालील चत्रकोि रिना चशकलो आहोत.
* सर्व िाजूंिी लािंी चदली असता चत्रकोि काढिे. 
* िाया र तयाला समाचरटि करिारे कोन चदले असता चत्रकोि काढिे. 
* दोन िाजू र तयांमधील समाचरटि कोन चदला असता चत्रकोि काढिे. 
* कि्व र एक िाजू चदली असता काटकोन चत्रकोि काढिे. 

लंबदुभाजकाचे प्रिेय
•		चदलेलया रेषाखंडाचया लिंदुभाजकाररील प्रतयेक चिंदू हा 
 तया रेषाखंडाचया अंतयचिंदूंिासून समान अंतरारर असतो. 

•		रेषाखंडाचया अंतयचिंदूंिासून समान अंतरारर असिारा 
 प्रतयेक चिंदू रेषाखंडाचया टोकांिासून समदूर असतो. 

जाणून घेऊया.

  मरिकोण रचना (Constructions of triangles)

 चत्रकोि रिना करणयासाठी आरशयक अशा तीन िािी लागतात. तीन कोन र तीन िाजू यांिैकी िक्त दोन 
िािी चदलया आचि या वयचतररक्त तया चत्रकोिासंिंधी आिखी काही माचहती चदली तर तया माचहतीिा आचि चदलेलया 
दोन िािींिा उियोग करून चत्रकोि कसा काढारा ते िाहू. 
 एखादा चिंदू दोन चभन्न रेषारंर असेल तर तो चिंदू तया रेषािंा छेदनचिंदू असतो या गिुधमा्विा िुढील रिनांमधये 
अनेकदा उियोग केला आहे.

चला, मिकूया.

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



52

B

A

C
75°

6.3 सेमी

कच्ी आकृती 4.2

रचना I 
 मरिकोणाचा पाया, पायालगतचा एक कोन आमण उरलेलया दोन बाजूंचया लांबीची बेरीज मदली असता  
 मरिकोण काढणे. 
उदा. D	ABC असा काढा की जयामधये BC = 6.3 सेमी, ÐB = 75° आचि AB + AC = 9 सेमी आहे. 
उकल	ः प्र्म अिेचक्त चत्रकोिािी कच्ी आकृती काढू. 
सपष्ीकरण ः कचचया आकृतीत दाखरलयाप्रमािे 
 BC = 6.3 सेमी हा रेषाखंड प्र्म काढू. 
 चिंदू B जरळ रेषाखंड BC शी 75° काेन  
 करिाऱया चकरिारर D चिंदू असा घेऊ की 
 BD = AB + AC = 9 सेमी
 चकरि BD रर चिंदू A शोधायिा आहे.
 BA + AD = BA + AC = 9
 \	AD = AC
 \	चिंदू A हा रेख CD चया   
 लंिदुभाजकारर आहे. 
 \	चकरि BD र रेख CD िा   
 लंिदुभाजक यािंा छेदनचिंदू महिजे चिंदू  
 A आहे.

कच्ी आकृती 4.3

A

B C

D

6.3 सेमी

9 
सेम

ी

रचनेचया पायऱया 
 (1) रेख BC हा 6.3 सेमी काढा.
 (2) B चिंदूिाशी 75° िा कोन  

 करिारा चकरि BP काढा.
 (3) चकरि BP रर 
  d(B,D) = 9 सेमी असा 
  D चिंदू घया.
 (4) रेख DC काढा.
 (5) रेख DC  िा लंिदुभाजक  

 काढा.
 (6) रेख DC िा लिंदुभाजक र  

 चकरि BP यांचया छेदनचिंदूला 
  A नार द्या.
 (7) रेख AC काढा.
  D	ABC हा अिेचक्त चत्रकोि  

 आहे. पक्ी आकृती 4.4

P

A

B C

D

75°

6.3 सेमी

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



53

A

B

D

C40°

सरावसंच 4.1

1. D	PQR असा काढा की िाया QR = 4.2 सेमी, mÐQ = 40° आचि PQ + PR = 8.5 सेमी 
2. D	XYZ असा काढा की िाया YZ = 6 सेमी, XY + XZ = 9 सेमी. mÐXYZ = 50°
3. D	ABC असा काढा की िाया BC = 6.2 सेमी, mÐACB = 50°,  AB + AC = 9.8 सेमी
4. D	ABC असा काढा की िाया BC = 5.2 सेमी, ÐACB = 45° आचि D	ABC िी िररचमती 10 सेमी

रचना II 
 मरिकोणाचा पाया, उरलेलया दोन बाजूंचया लांबीतील फरक आमण पायालगतचा एक कोन मदला असता 
मरिकोण काढणे.
उदा (1)D	ABC मधये BC = 7.5 सेमी, mÐABC = 40°, AB - AC = 3 सेमी तर D	ABC काढा.
उकल ः प्र्म कच्ी आकृती काढू.
सपष्ीकरण ः AB - AC = 3 सेमी \	AB > AC आहे.
 BC हा रेषाखंड काढू. रेख BC शी 40°	कोन 
 करिारा चकरि BL काढता येतो. तया चकरिारर
  A चिंदू शोधायिा आहे. BD = 3 सेमी असा 
 D चिंदू तया चकरिारर घेतला. आता, B-D-A 
 आचि BD = AB -AD = 3 आचि 
 AB - AC = 3 चदले आहे.
 \	AD = AC
 \	A हा चिंदू रेख DC चया लंिदुभाजकारर आहे.
 \	चिंदू A हा चकरि BL आचि रेख DC चया 
 लंिदुभाजकािा छेदनचिंदू आहे.

कच्ी आकृती 4.5

A

B C
40°

7.5 सेमी

कच्ी आकृती 4.6

रचनेचया पायऱया 
 (1) रेख BC हा 7.5 सेमी काढा.
 (2) B चिंदूिाशी 40°	कोन करिारा चकरि  

 BL काढा.
 (3) चकरि BL रर D चिंदू असा घया की 
  BD = 3 सेमी.
 (4) रेख CD काढून तयािा लंिदुभाजक काढा.
 (5) रेख CD िा लिंदुभाजक चकरि BL ला 
  जे्े छेदतो तया चिंदूला A नार द्या. 
 (6) रेख AC काढा.
  D	ABC हा अिेचक्त चत्रकोि आहे.

D

A

B C
40°

7.5 सेमी

L

पक्ीआकृती 4.7
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उदा. 2   D	ABC मधये िाजू BC = 7 सेमी, ÐB = 40° आचि AC - AB = 3 सेमी तर D	ABC काढा.
उकल ः  कच्ी आकृती काढू.

रचनेचया पायऱया
  (1) BC  हा  7 सेमी  लािंीिा  
  रेषाखंड काढा.
 (2) चिंदू B िाशी 40°	िा कोन  
  करिारा चकरि BT काढा.
 (3) चकरि BT चया चररूद् ध  
   चकरि BS रर चिंदू D असा  
  घया की BD = 3 सेमी.
 (4) रेख DC िा लंिदुभाजक  
   काढा.
 (5) रेख DC िा लंिदुभाजक
  चकरि BT ला जे् े छेदतो तया 
  चिंदूला A नार द्या.
 (6) रेख AC काढा. 
  D	ABC हा अिेचक्त चत्रकोि  
  आहे. 

कच्ी आकृती 4.8

A

B C
40°

7 सेमी

 BC  =  7 सेमी  काढू.  AC > AB. BC या  
 रेषाखंडाचया B चिंदूिाशी 40° िा कोन करिारा 
 चकरि BT काढता येतो. चिंदू A या चकरिारर  
 आहे. चकरि BT चया चररूद् ध चकरिारर चिंदू  
 D असा घया की, BD = 3 सेमी.
 आता AD = AB + BD = AB + 3 = AC 

(कारि AC - AB = 3 सेमी चदले आहे.) 
\	AD = AC

\	A हा चिंदू रेख CD चया लंिदुभाजकारर आहे.

7 सेमी

A

B
C

S

D

T

40°

3 स
ेमी

पक्ी आकृती 4.10

सरावसंच 4.2

1. D	XYZ असा काढा की YZ = 7.4 सेमी. mÐXYZ = 45° आचि XY - XZ = 2.7 सेमी. 
2. D	PQR असा काढा की QR = 6.5 सेमी. mÐPQR = 60° आचि PQ - PR = 2.5 सेमी. 
3. D	ABC असा काढा की BC = 6 सेमी. mÐABC = 100° आचि AC - AB = 2.5 सेमी. 

कच्ी आकृती 4.9

7 सेमीB C

D
S

A
T
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सपष्ीकरण ः या आकृतीत रेख BC रर चिंदू P र Q असे घेतले की,
 PB = AB, CQ = AC
 \	PQ = PB + BC + CQ = AB + BC +AC = 11.3 सेमी.
 आता DPBA मधये PB = BA
 \	ÐAPB = ÐPAB आचि ÐAPB + ÐPAB = िाह्यकोन ABC = 70°. . . . (दूरस्  
           आंतरकोनािे प्रमेय)
 \	ÐAPB = ÐPAB = 35° तयािप्रमािे ÐCQA = ÐCAQ = 30°
 आता PAQ हा चत्रकोि काढता येईल, कारि तयािे दोन कोन र समाचरटि िाजू PQ माहीत आहेत.
 मग BA = BP \ चिंदू B रेख AP चया लंिदुभाजकारर आहे र CA = CQ 
 \ चिंदू C रेख AQ चया लंिदुभाजकारर आहे.
 \	AP र AQ िे लंिदुभाजक काढा र ते रेषा PQ ला जे्े छेदतील ते्े अनुक्मे B आचि C चिंदू  
 चमळतात. 
रचनेचया पायऱया 

रचना  III
मरिकोणाची पररमिती आमण पायालगतचे दोनही कोन मदले असता मरिकोण काढणे. 
उदा.  D	ABC मधील AB + BC + CA = 11.3 सेमी, ÐB = 70°,	ÐC = 60° तर D	ABC काढा.
उकल ः कच्ी आकृती काढू. 

कच्ी आकृती 4.11

A

B CP Q
35° 70° 60° 30°

11.3 सेमी

(1)  रेख PQ हा 11.3 सेमी लािंीिा रेषाखंड काढा. 
(2)  चिंदू P िाशी 35° मािािा कोन करिारा चकरि  
 काढा. 
(3)  चिंदू Q िाशी 30° मािािा कोन करिारा चकरि  
 काढा.
(4) दोनही चकरिांचया छेदनचिंदूला A हे नार द्या.

(5)  रेख AP र रेख AQ िे लंिदुभाजक काढा. 
 ते रेषा PQ ला जया चिंदूंत छेदतील तयांना  
 अनकु्मे B आचि C ही नारे द्या. 
(6)  रेख AB आचि रेख AC काढा.
	 D	ABC हा अिेचक्त चत्रकोि आहे. 
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qqq

 संगिकारर या चत्रकोि रिना चजओचजब्रा या सटॉफटरेअरचया साहाययाने करून िाहावयात र आनंद 
घयारा. रिना क्मांक 3 ही या सटॉफटरेअरमधये रेगळ्ाप्रकारे करून दाखरली आहे, ती रीतही अभयासारी.

पक्ी आकृती 4.12

35° 70° 60° 30°

A

B CP Q
11.3 सेमी

सरावसंच 4.3

1. D	PQR असा काढा, की ÐQ = 70°, ÐR = 80°	आचि PQ + QR + PR = 9.5 सेमी. 
2. D	XYZ असा काढा, की ÐY = 58°, ÐX = 46°	आचि चत्रकोिािी िररचमती 10.5 सेमी असेल.  
3. D	LMN असा काढा, की ÐM = 60°, ÐN = 80°	आचि LM + MN + NL = 11 सेमी.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 4

1. D	XYZ असा काढा की XY + XZ = 10.3 सेमी, YZ = 4.9 सेमी, ÐXYZ = 45°
2. D	ABC असा काढा की ÐB = 70°, ÐC = 60°, AB + BC + AC = 11.2 सेमी.
3. जया चत्रकोिािी िररचमती 14.4 सेमी आहे आचि जयाचया िाजूंिे गुिोततर 2ः3ः4 आहे, असा चत्रकोि   
 काढा.
4. D	PQR असा काढा की PQ - PR = 2.4 सेमी, QR = 6.4 सेमी आचि ÐPQR = 55°.

ICT Tools or Links
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5 चौकाेन

A

B

C

D

आकृती 5.1

जरा आठवूया.

1. �ABCD या चौकोनाचया संदराभात खालील जोड्ा ललहा.

लगतचया बाजूंचया जोड्ा ः 
(1) ... , ...    (2) ... , ... 
(3) ... , ...    (4) ... , ...

लगतचया कोनांचया जोड्ा ः 
(1) ... , ...    (2) ... , ... 
(3) ... , ...    (4) ... , ... 

संमुख बाजूंचया जोड्ा  (1) ..... , ..... (2) ..... , ..... 
संमुख कोनांचया जोड्ा (1) ..... , ..... (2) ..... , ..... 

आठवा पाहू माझा प्रकार आलि माझे गुिधमभा

•	 समांतररुज चौकोन
•	 समांतररुज चौकोनाचया कसोट्ा
•	 समरुज चौकोन

•	 लरिकोिाचया दोन बाजूंचया 
मधयलबंदूंचे प्रमेय

•	 आयत
•	 चौरस
•	 समलंब चौकोन

मी चौकोन आहे

माझया संमुख बाजूंचया 
दोनही जोड्ा समांतर

माझे सवभा कोन 
काटकोन

माझया सवभा बाजू 
समान लंाबीचया

माझे सवभा कोन समान, 
सवभा बाजू समान

माझे गिुधमभा माझे गुिधमभा माझे गुिधमभा माझे गुिधमभा

•	संमुख बाजू एकरूप 
•	संमुखकोन  . . . . 
•	किभा  . . . . 

•	संमुख बाजू . . . . 
•	किभा . . . . .

•	संमुख कोन . . . . 
•	किभा . . . . .

•	किभा . . . . .

माझया संमुख रुजांची एकच जोडी समांतर 

चला, शिकूया.
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रीत II ः
	 y	रेख AB आचि रेख BC हे कोितयाही लांिीिे, 
  एकमेकांशी कोितयाही मािािा कोन करिारे  
  रेषाखंड काढू. 
 • कंिासमधये BC हे अंतर घेऊन आचि चिंदू A  
  केंद्र घेऊन एक कंस काढू. 
 • कंिासमधये AB हे अंतर घेऊन, चिंदू C केंद्र  
  घेऊन िचहलया कंसाला छेदिारा कंस काढू. 
 •	कंसांचया छेदनचिंदूला D नार देऊ. 
  रेख AD आचि रेख CD जोडू. 
  तयार झालेला �ABCD हा समांतरभुज   
  िौकोन असेल. 

A

B C

D

आकृती 5.3

िौकोनािे रेगरेगळे प्रकार आचि तयांिे गुिधम्व तुमहांला माहीत आहेत. िाजू र कोन मोजिे, घडा घालिे 
अशा कृतींतून ते तुमही जािून घेतले आहे. हे गुिधम्व तका्वने कसे चसद्ध होतात हे आता आिि अभयासिार 
आहोत.

एखादा गुिधम्व तका्वने चसद्ध केला की तया गुिधमा्वला प्रमेय महितात. 
आयत, समभुज िौकोन आचि िौरस हे चरचशटि असे समांतरभुज िौकोनि असतात. कसे, हे या िाठािा 

अभयास करताना तुमहालंा समजेल. महिून अभयासािी सुरुरात समांतरभुज िौकोनािासून करू. 

  
जाणून घेऊया.

सिांतरभुज चौकोन (Parellelogram)
जया िौकोनाचया संमुख िाजूंचया दोनही जोडा समांतर असतात, तया िौकोनाला समांतरभुज िौकोन असे

महितात.
प्रमेय चसद्ध करताना, उदाहरिे सोडरताना या िौकोनािी आकृती रारंरार काढारी लागते. महिून ही आकृती 

कशी काढता येते हे िाहू. 
 समजा आिलयाला �ABCD हा समांतरभुज िौकोन काढायिा आहे. 
रीत I ः 
 •	 प्र्म AB आचि BC हे कोितयाही लांिीिे,  
  एकमेकांशी कोितयाही मािािा कोन करिारे  
  रेषाखंड काढू. 
	 y	अाता रेख AD आचि रेख BC समांतर असले  
  िाचहजेत. महिून चिंदू A मधून रेख BC ला  
  समांतर रेषा काढू. 
	 y	तसेि रेख AB ।। रेख DC, महिून चिंदू C मधून रेख AB ला समांतर रेषा काढू. 
  दोनही रेषा जया चिंदूत छेदतील, तो चिंदू D असिार. महिून तयार झालेला िौकोन ABCD हा समांतरभुज 
  िौकोन असिार. 

A D

CB आकृती 5.2
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आकृती 5.6

A

B C

C

D

A

आकृती 5.4A
AA

D
D

B
B

I

II

C
C C

दुसऱया रीतीने काढलेलया िौकोनात आिि संमुख िाजू समान असलेला िौकोन काढलेला आहे. 
याचया संमुख िाजू समांतर का येतात, हे एका प्रमेयाचया चसद्धतेनंतर तुमहालंा समजेल. 

  कृती I  लगतचया िाजू रेगरेगळ्ा लांिीचया आचि तयामधील कोन रेगरेगळ्ा मािांिे घेऊन 
िाि रेगरेगळे समांतरभुज िौकोन काढा. 

समांतरभुज िौकोनािी प्रमेये चसद्ध करणयासाठी एकरूि चत्रकोिांिा उियोग होतो. तो कसा करून 
 घयायिा हे समजणयासाठी िुढील कृती करा. 

 कृती II 

 • एका जाड कागदारर �ABCD हा समांतरभुज 
िौकोन काढा. तयािा कि्व AC काढा. आकृतीत 
दाखरलयाप्रमािे चशरोचिंदूंिी नारे िौकोनाचया 
आतही चलहा. 

 •	 कि्व AC रर घडी घालून DADC आचि 
DCBA एकमेकांशी तंतोतंत जुळतात का हे िाहा. 

 •	 �ABCD तयाचया AC किा्वरर कािून 
DADC आचि DCBA रेगळे करा. DCBA 
चिररून घेऊन DADC शी तंतोतंत जुळतो का ते 
िाहा. 

काय आढळले? DCBA चया कोितया िाजू 
DADC चया कोितया िाजूंशी जुळलया? DCBA 
िा कोिता कोन DADC चया कोितया कोनाशी 
जुळला? 

 िाजू DC ही िाजू AB शी आचि िाजू AD 
ही िाजू CB शी तंतोतंत जुळते. तसेि Ð	B हा 
Ð	D शी जुळतो. 

 महिजेि समांतरभुज िौकोनाचया संमुख िाजू र संमुख कोन एकरूि आहेत असे चदसते. समांतरभुज 
िौकोनािे हेि गुिधम्व आिि चसद्ध करूया. 

A

D

B
B

C

आकृती 5.5
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R

S
O

P

Q
आकृती 5.8

X

X

C

A

D

B

´°

°
´

आकृती 5.7

प्रिेय 1. समांतरभुज िौकोनाचया संमुख भुजा एकरूि असतात र संमुख कोन एकरूि असतात. 
  पक् ः �ABCD समांतरभुज िौकोन आहे. 
         महिजेि िाजू AB ।। िाजू DC, िाजू AD ।। िाजू BC.
  साधय ः रेख AD @ रेख BC ; रेख DC @ रेख AB
          ÐADC @	ÐCBA, आचि ÐDAB @	ÐBCD.
  रचना ः कि्व AC काढा.

मसद् धता ः रेख DC ।। रेख AB र कि्व AC ही छेचदका.
	 	 \	ÐDCA @ ÐBAC ................(1) 
  आचि ÐDAC @ ÐBCA ..............(2)  
	   आता, DADC र DCBA यांमधये,
  ÐDAC @ ÐBCA .......... चरधान (2) ररून
  ÐDCA @ ÐBAC .......... चरधान (1) ररून
  िाजू AC @	िाजू CA ........ सामाईक िाजू
	 	 \ DADC @	DCBA ...... कोिाको कसोटी
	 	 \िाजू AD @	िाजू CB  .... एकरूि चत्रकोिांचया संगत िाजू
  आचि िाजू DC @	िाजू AB ........ एकरूि चत्रकोिांचया संगत िाजू
  तसेि, ÐADC @ ÐCBA ......... एकरूि चत्रकोिािे संगत कोन 
  याप्रमािेि ÐDAB @ ÐBCD  हे चसद ्ध करता येईल.

मवचार करूया

ररील प्रमेयात ÐDAB @ ÐBCD  हे चसद् ध करणयासाठी रिनेत काही िदल करारा लागेल का? तो िदल 
करून चसद्धता कशी चलचहता येईल? 

 समांतरभुज िौकोनािा आिखी एक गिुधम्व समजून घेणयासाठी िुढील कृती करा.

 कृती  ः �PQRS हा कोिताही एक समांतरभुज  
  िौकोन काढा. कि्व PR आचि कि्व QS  
  काढून तयाचंया छेदनचिंदूला O हे नार द्या.  
  प्रतयेक किा्वचया झालेलया दोन भागांचया  
  लािंीिी तुलना कक्कटकाचया साहाययाने करा. 
  काय आढळले? 

}..... वयुतक्म कोन
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प्रिेय ः समांतरभुज िौकोनािे कि्व िरसिरांना दुभागतात. 

  पक् ः �PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
    कि्व PR र कि्व QS हे O चिंदूत छेदतात. 
  साधय ः रेख PO @	 रेख RO, 	 रेख SO @	 रेख QO

मसद् धता ः DPOS र DROQ मधये
   ÐOPS @ ÐORQ .......... वयुतक्म कोन
   िाजू PS @ िाजू RQ ......... समांतरभुज िौकोनाचया संमुख भुजा
   ÐPSO @ ÐRQO .......... वयुतक्म कोन
   \DPOS @	DROQ .......  कोिाको कसोटी
   \रेख PO @	 रेख RO ..............
   आचि रेख SO @	 रेख QO ..........

हे लक्ात ठेवूया.

 • समांतरभुज िौकोनाचया संमुख भुजा एकरूि असतात. 
 • समांतरभुज िौकोनािे संमुख कोन एकरूि असतात. 
 • समांतरभुज िौकोनािे कि्व िरसिरांना दुभागतात.

सोडवलेली उदाहरणे
उदा (1) �PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. PQ = 3.5, PS = 5.3 ÐQ = 50° तर �PQRS चया 
  इतर िाजूंचया लांिी आचि कोनािंी मािे काढा. 
उकल ः	�PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
   \Ð	Q + Ð	P = 180°	 ........आंतरकोन  
	 		 \ 50°	+ Ð	P = 180°
	 		 \	Ð	P = 180° - 50°	=	130°  
	 		 आता, Ð	P = Ð	R आचि  Ð	Q = Ð	S	 ........समांतरभुज िौकोनािे संमुख कोन 
	 		 \	Ð R = 130°	आचि  Ð	S = 50°
	 		 तसेि, PS = QR आचि PQ = SR ........समांतरभुज िौकोनाचया संमुख भुजा. 
   \	QR = 5.3 आचि SR = 3.5

R

S
O

P

Q
आकृती 5.9

X

X

}..... एकरूि चत्रकोिाचया संगत भुजा

आकृती 5.10

5.3 SP

RQ
50°

3.
5
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उदा (2) �ABCD समांतरभुज आहे. �ABCD मधये Ð	A = (4x +13)° आचि Ð	D = (5x -22)°	
तर Ð	B आचि Ð	C यांिी मािे काढा. 

उकल ः समांतरभुज िौकोनािे लगतिे कोन िूरक असतात. 
	 	 	 Ð	A आचि Ð	D हे लगतिे कोन आहेत.  
   \ (4x +13)°+	 (5x - 22)°	 =	180 
   \ 9x - 9 = 180
   \ 9x = 189
   \ x = 21
   \ Ð	A = 4x +13 = 4 ´	21 + 13 = 84+13 = 97°	\	Ð	C = 97°
     Ð	D = 5x - 22 = 5 ´	21 - 22 = 105 - 22 = 83°	\	Ð	B = 83°

सरावसंच  5.1

1. समांतरभुज �WXYZ िे कि्व चिंदू O मधये छेदतात. ÐXYZ = 135° तर ÐXWZ = ?, 
 ÐYZW = ? जर l(OY)= 5 सेमी तर l(WY)= ?

2. समांतरभुज �ABCD मधये ÐA = (3x + 12)°,	ÐB = (2x - 32)°	तर x िी चकंमत काढा,  
तयाररून ÐC आचि ÐD िी मािे काढा. 

3. एका समांतरभुज िौकोनािी िररचमती 150 सेमी आहे आचि एक िाजू दुसरीिेक्ा 25 सेमी मोठी आहे.  
तर तया समांतरभुज िौकोनाचया सर्व िाजूंिी लांिी काढा. 

4. एका समांतरभुज िौकोनाचया लगतचया दोन कोनािंे गुिोततर 1 ः 2 आहे. तर तया समांतरभुज िौकोनाचया 
 सर्व कोनांिी मािे काढा. 

5*.  समांतरभुज �ABCD िे कि्व िरसिरांना चिंदू O मधये छेदतात. जर AO = 5, BO = 12 आचि  
AB = 13 तर �ABCD समभुज आहे हे दाखरा. 

6.  आकृती 5.12 मधये �PQRS र �ABCR हे 
 दोन समांतरभुज िौकोन आहेत. ÐP = 110°	
	 तर �ABCR चया सर्व कोनांिी मािे काढा. 

7.  आकृती 5.13 मधये �ABCD समांतरभुज 
िौकोन  आहे. चकरि AB रर चिंदू E असा आहे 
की BE = AB. तर चसद्ध करा, की रेषा ED 
ही रेख BC ला F मधये दुभागते. 

A

B
C

P Q

RS

आकृती 5.12

110°

CD

E

F

BA

आकृती 5.13

आकृती 5.11

5x - 22

4x +13
A B

CD
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आकृती 5.14

P

Q R

S

P

Q R

S

आकृती 5.15

जरा आठवूया.

सिांतर रेषांचया कसोट्ा
1. जर दोन रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता होिाऱया संगत कोनािी एक जोडी एकरूि असेल, तर तया  
 दोन रेषा एकमेकींना समांतर असतात.
2. जर दोन रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता वयुतक्म कोनांिी एक जोडी एकरूि असेल, तर तया दोन  
 रेषा एकमेकींना समांतर असतात.
3. जर दोन रेषांना एका छेचदकेने छेदले असता आंतरकोनांिी एक जोडी िूरक असेल, तर तया दोन रेषा  
 एकमेकींना समांतर असतात. 

जाणून घेऊया.

सिांतरभुज चौकोनाचया कसोट्ा (Tests for parallelogram)

समजा, �PQRS मधये PS = QR आचि PQ = SR
आहे. �PQRS हा समांतरभुज आहे हे चसद्ध करायिे 
आहे. तयासाठी या िौकोनाचया िाजूंचया कोितया जोडा 
समांतर आहेत असे दाखरारे लागेल?
तयासाठी समांतर रेषािंी कोिती कसोटी उियोगी िडेल? 
कसोटीसाठी आरशयक असिारे कोन चमळरणयासाठी 
कोिती रेषा छेचदका महिून घेिे सोईिे होईल? 

प्रिेय ः िौकोनाचया संमुख िाजूंचया जोडा एकरूि असतील तर तो िौकोन समांतरभुज असतो. 
पक् ः �PQRS मधये 
  िाजू PS @  िाजू QR
  िाजू PQ @	िाजू SR
साधय ः �PQRS हा समांतरभुज आहे. 
रचना ः कि्व PR काढला. 
मसद्धता ः D	SPR र D	QRP मधये, 
  िाजू SP @  िाजू QR ........(िक्)
  िाजू SR  @ िाजू QP ........ (िक्) 
  िाजू PR  @ िाजू RP ........ सामाईक िाजू 
  \D	SPR @ D	QRP ...... िािािा कसोटी 
   \Ð	SPR @ Ð	QRP ....... एकरूि चत्रकोिांिे संगत कोन 
  तसेि ÐPRS @ ÐRPQ ..... एकरूि चत्रकोिांिे संगत कोन
 ÐSPR आचि ÐQRP हे रेख PS आचि रेख QR यांचया PR या छचेदकेमुळे झालेले वयुतक्म कोन 
आहेत. 
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पक् ः �EFGH मधये Ð	E @	Ð	G 
  आचि Ð.......... @	Ð..........
साधय ः �EFGH हा ............ 

मसद्धता ः Ð	E = Ð	G = x आचि Ð	H = Ð	F = y मानू. 
  िौकोनाचया कोनांचया मािांिी िेरीज ........ असते. 
  \	Ð	E + Ð	G + Ð	H + Ð	F = .........
  \	x + y + .......... + .......... = ..........
  \	�x + �y = .....
  \	x + y = 180°
  \	Ð	G + Ð	H = ..........
  रेख HE आचि रेख GF यांना छेचदका HG ने छेदलयामुळे Ð	G आचि Ð	H हे आंतरकोन तयार 
  झाले आहेत. 
  \	िाजू HE || िाजू GF .......... (I) समांतर रेषांिी आंतरकोन कसोटी.
  तयािप्रमािे  Ð	G + Ð	F = ..........
  \	िाजू .......... || िाजू .......... .......... (II) समांतर रेषांिी आंतरकोन कसोटी.
  \	 (I) र (II) ररून �EFGH हा .................... आहे. 

G F

EH

आकृती 5.16

 \	िाजू PS || िाजू QR ......(I) समांतर रेषांिी वयुतक्म कोन कसोटी. 
 तसेि ÐPRS आचि ÐRPQ हे रेख PQ आचि रेख SR यांचया PR या छेचदकेमुळे झालेले वयुतक्म कोन 
आहेत. 
 \	िाजू PQ || िाजू SR ......(II) समांतर रेषांिी वयुतक्म कोन कसोटी.
 \	 (I) र (II) ररून �PQRS हा समांतरभुज आहे. 

समांतरभुज िौकोन काढणयाचया दोन रीती सुरुरातीला चदलया आहेत. दुसऱया रीतीत प्रतयक्ात संमुख िाजू 
समान असलेला िौकोन काढला आहे. असा िौकोन समांतरभुज का असतो, हे आता लक्ात आले का? 

प्रिेय ः िौकोनाचया संमुख कोनांचया जोडा एकरूि असतील तर तो समांतरभुज िाैकोन असतो. 
 खाली चदलेलया िक्, साधय आचि चसद्धतेतील ररकामया जागा भरा. 
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A B

CD

E

आकृती 5.17

आकृती 5.18

AB

C D

प्रिेय ः िौकोनािे कि्व िरसिरांना दुभागत असतील तर तो िौकोन समांतरभुज असतो. 
पक् ः �ABCD िे कि्व िरसिरांना चिंदू E मधये दुभागतात. महिजेि रेख AE @  रेख CE
  रेख BE @	 रेख DE
साधय ः �ABCD हा समांतरभुज आहे. 
मसद्धता ः िुढील प्रशनांिी उततरे शोधा आचि चसद्धता तुमही सरतः चलहा. 

1. रेख AB ||	 रेख DC हे चसद्ध करणयासाठी वयुतक्म 
कोनांिी कोिती जोडी एकरूि दाखरारी लागेल? 
वयुतक्म कोनांिी ती जोडी कोितया छेचदकेमुळे चमळेल?

2. वयुतक्म कोनांचया चनरडलेलया जोडीतील कोन हे कोिकोितया चत्रकोिांिे कोन आहेत? 
3. तयांिैकी कोिते चत्रकोि कोितया कसोटीने एकरूि होतात? 
4. याप्रमािे चरिार करून रेख AD ||	 रेख BC हे चसद्ध करता येईल ना? 

एखादा चौकोन सिांतरभुज आहे असे मसद्ध करायचे असते तेवहा वरील प्रिेये उपयोगी पडतात. 
महणून या प्रिेयांना सिांतरभुज चौकोनाचया कसोट्ा महणतात. 

आिखी एक प्रमेय समांतरभुज िौकोनािी कसोटी महिून उियोगी िडते. 
प्रिेय ः िौकोनाचया संमुख िाजूिंी एक जोडी एकरूि आचि समांतर असेल तर तो िौकोन समांतरभुज  
  असतो. 
पक् ः �ABCD मधये रेख CB @	 रेख DA आचि रेख CB ||	 रेख DA
साधय ः �ABCD समांतरभुज आहे. 
रचना ः कि्व BD काढला. 
  खाली ्ोडकयात चदलेली चसद्धता तुमही चरसताराने चलहा. 
      D	CBD @ D	ADB .......िा-को-िा कसोटी. 
  \	ÐCDB @ ÐABD ..... एकरूि चत्रकोिांिे संगत कोन. 
  \	 रेख CD ||	 रेख BA ..... समांतर रेषािंी वयुतक्म कोन कसोटी. 

हे लक्ात ठेवूया.

 � जया िौकोनाचया संमुख कोनांचया जोडा एकरूि असतात तो िौकोन समांतरभुज असतो. 
 � जया िौकोनाचया संमुख िाजूंचया जोडा एकरूि असतात तो िौकोन समांतरभुज असतो.
 � जया िौकोनािे कि्व िरसिरांना दुभागतात तो िौकोन समांतरभुज असतो.
 � िौकोनाचया संमुख िाजूंिी एक जोडी एकरूि आचि समांतर असेल तर तो िौकोन समांतरभुज असतो. 

 या प्रमेयांना समांतरभुज िौकोनाचया कसोट्ा महितात. 

मवचार करूया

रहीमधील छािलेलया रेषा एकमेकींना समांतर असतात. या रेषािंा उियोग करून एखादा समांतरभुज िौकोन 
कसा काढता येईल? 

 �. 
 �. 
 �. 
 �. 
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सोडवलेली उदाहरणे -
उदा (1)  �PQRS हा समांतरभुज आहे. िाजू PQ िा मधयचिंदू  M आचि िाजू RS िा मधयचिंदू N आहेे 

तर �PMNS आचि �MQRN समांतरभुज आहेत हे चसद्ध करा. 
पक् ः �PQRS समांतरभुज आहे. िाजू PQ आचि 

िाजू RS यािंे अनुक्मे M आचि N हे 
मधयचिंदू आहेत. 

साधय ः �PMNS समांतरभुज आहे.
  �MQRN समांतरभुज आहे.
मसद्धता ः िाजू PQ || िाजू SR
  \	िाजू PM || िाजू SN ...... ( P-M-Q; S-N-R) ......(I)
   तसेि िाजू PQ = िाजू SR.

  \	
1
2 िाजू PQ = 	

1
2 िाजू SR

    \	िाजू PM = िाजू SN ..... ( M र N हे मधयचिंदू अाहेत.)......(II)
  \	 (I) र (II) ररून �PMNQ  हा समांतरभुज आहे, 
  तयािप्रमािे �MQRN समांतरभुज आहे हे चसद्ध करता येईल. 
उदा (2) D	 ABC चया िाजू AB आचि AC यांिे अनकु्मे D र E हे मधयचिंदू आहेत. चकरि ED रर 
 चिंदू F असा आहे, की ED = DF. तर चसद्ध करा, �AFBE हा समांतरभुज आहे. 
 या उदाहरिासाठी िक् आचि साधय तुमही चलहा आचि चसद्धतेतील ररकामया जागा भरून ती िूि्व करा. 
पक् ः -------------------
साधय ः ----------------------

मसद्धता ः रेख AB आचि रेख EF हे �AFBE िे  आहेत. 

  रेख AD @ रेख DB.......

  रेख  @ रेख .......रिना.

  \	�AFBE िे कि्व िरसिरांना 

  \	  कसोटीने �AFBE समांतरभुज आहे. 

उदा (3)  कोिताही समभुज िौकोन हा समांतरभुज असतो हे चसद्ध करा. 

पक् ः �ABCD समभुज आहे

साधय ः �ABCD समांतरभुज आहे. 

मसद्धता ः िाजू AB = िाजू BC = िाजू CD = िाजू DA (िक्) 
  \िाजू AB = िाजू CD आचि िाजू BC = िाजू AD
  \	�ABCD समांतरभुज आहे..... (समांतरभुज िौकोनािी संमुख भुजा कसोटी)

आकृती 5.19

P

Q R

S

M N

आकृती 5.20

A

B C

D EF

आकृती 5.21
A

B C

D
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1. आकृती 5.22 मध्ये, �ABCD हा समांतरभुज 
आहये. बिंदू P व बिंदू Q हये अनुक्रमये िाजू AB व 
िाजू DC ्ांचये मध्बिंदू आहयेत तर बसद्ध करा 
की, �APCQ समांतरभुज आहये. 

2. कोणताही आ्त समांतरभुज असतो, हये बसद्ध करा. 

3. आकृती 5.23 मध्ये, बिंदू G हा D DEF चा 
मध्गा संपात आहये. बकरण DG वर बिंदू H असा 
घ्ा, की D-G-H आबण DG = GH, 
तर बसद्ध करा �GEHF समांतरभुज आहये. 

4*. समांतरभुज चौकोनाच्ा चारही कोनांच्ा 
दुभाजकांमुळये त्ार झालयेला चौकोन आ्त असतो, 
हये बसद् ध करा. (आकृती 5.24)

5. शयेजारील आकृती 5.25 मध्ये  �ABCD ह्ा 
समांतरभुज चौकोनाच्ा िाजूंवर P, Q, R, S बिंदू 
असये आहयेत की, AP = BQ = CR = DS तर 
बसद्ध करा, की �PQRS हा समांतरभुज चौकोन 
आहये. 

आकृती 5.22

A

B C

D

P Q

आकृती 5.23

E F

G

D

H

A
P

B

R

C

S

D

Q

आकृती 5.24

आकृती 5.25

PA

R

B

S

CD

Q

सरावसंच  5.2

जाणून घेऊया.

                      आयत, समभुज चौकोन आणण चौरस यांचे णवशेष गुणधम्म 

                     
(Properties of rectangle, rhombus and square)

आ्त, समभुज चौकोन आबण चौरस हये समांतरभुज चौकोनही असतात. त्ामुळये संमुख िाजू समान असणये, संगत 
कोन समान असणये आबण कण्ण परसपरांना दुभागणये हये गुणधम्ण ्ा बतनही प्रकारच्ा चौकोनांत असतात. 
परंतु ्ापयेक्ा काही अबधक गुणधम्ण ्ा प्रत्येक प्रकारच्ा चौकोनात असतात. तये आपण पाहू. 
्ा गुणधमाांच्ा बसद्धता पुढये थोडक्ात बदल्ा आहयेत. बदलयेल्ा पा्ऱ्ा बवचारात घयेऊन तुमही त्ा बसद्धता 
बवसतारानये बलहा. 
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िक्}

 y आयतािे कि्व एकरूि असतात. 
 y समभुज िौकोनाि ेकि्व िरसिरािं ेलिंदभुाजक 

असतात. 
 y समभुज िौकोनािे कि्व संमुख कोन 

दुभागतात.

 y िौरसािे कि्व एकरूि असतात. 
 y िौरसािे कि्व िरसिरांिे लंिदुभाजक 

असतात. 
 y िौरसािे कि्व संमुख कोन दुभागतात. 

प्रिेय ः आयतािे कि्व एकरूि असतात. 
पक् ः �ABCD हा आयत आहे. 
साधय ः कि्व AC @	कि्व BD
मसद्धता ः ्ोडकयात चदलेली चसद् धता कारिे देऊन िूि्व करा.
	 	 D	ADC @ D	DAB ...... िाकोिा कसोटी. 
  कि्व AC @	कि्व BD..... (एकरूि चत्रकोिांचया संगत िाजू) 

प्रिेय ः िौरसािे कि्व एकरूि असतात. 
  िक्, साधय आचि चसद्धता तुमही चलहा. 

प्रिेय ः समभुज िौकोनािे कि्व िरसिरांिे लंिदुभाजक असतात. 
पक् ः �EFGH समभुज आहे. 
साधय ः (i) कि्व EG हा कि्व HF िा लंिदुभाजक आहे. 
  (ii) कि्व HF हा कि्व EG िा लंिदुभाजक आाहे. 
मसद्धता ः (i) रेख EF @	 रेख EH 
       रेख GF @	 रेख GH 
  रेषाखंडाचया टोकांिासून समदूर असिारा प्रतयेक चिंदू तया रेषाखंडाचया लंिदुभाजकारर असतो. 
  \	 चिंदू E र चिंदू G हे रेख HF चया लंिदुभाजकारर आहेत. 
  दोन चभन्न चिंदूंतून एक आचि एकि रेषा जाते. 
  \	 रेषा EG ही कि्व HF िी लिंदुभाजक रेषा आहे. 
  \	कि्व EG हा कि्व HF िा लंिदुभाजक आहे.
  (ii) याप्रमािेि कि्व HF हा कि्व EG िा लिंदुभाजक आहे हे चसद्ध करता येईल. 
िुढील प्रमेयांचया चसद्धता तुमही चलहा. 

 y िौरसािे कि्व िरसिरांिे लंिदुभाजक असतात. 
 y समभुज िौकोनािे कि्व तयािे संमुख कोन दुभागतात. 
 y िौरसािे कि्व तयािे संमुख कोन दुभागतात. 

हे लक्ात ठेवूया.

A

B C

D

आकृती 5.26

E

F

G

H

आकृती 5.27

y

y
y

y
y

y

y
y

y
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सोितचया आकृतीत �ABCD चया िक्त AB आचि 
DC याि िाजू एकमेकींना समांतर आहेत. महिजे हा 
समलिं िौकोन आहे. 
समांतर रेषांचया गुिधमा्वनुसार ÐA आचि ÐD ही 
लगतचया कोनांिी जोडी िूरक आहे. तसिे ÐB आचि 
ÐC ही लगतचया कोनांिी जोडीसुद्धा िूरक आहे. 
समलंि िौकोनात लगतचया कोनांचया दोन जोडा 
िूरक असतात. 
समलंि िौकोनाचया समांतर नसलेलया (असमांतर) 
िाजूंिी जोडी एकरूि असेल तर तया िौकोनाला 
सिद् मवभुज सिलंब चौकोन (Isosceles 
trapezium) महितात. 

सिलंब चौकोनाचया असिांतर बाजूंचे िधयमबंदू जोडणाऱया 
रेषाखंडाला तया सिलंब चौकोनाची िधयगा महणतात.

आकृती 5.28
CD

BA

सरावसंच  5.3

1. �ABCD या आयतािे कि्व O मधये छेदतात. जर AC = 8 सेमी, तर BO = ?
 जर ÐCAD = 35° तर ÐACB = ? 
2.  �PQRS या समभुज िौकोनात जर PQ = 7.5 सेमी, तर QR = ?
 जर ÐQPS = 75° तर ÐPQR = ?, ÐSRQ = ? 
3.  � IJKL या िौरसािे कि्व िरसिरांना चिंदू M मधये छेदतात. तर ÐIMJ, ÐJIK आचि ÐLJK यांिी  
 मािे ठररा. 
4.  एका समभुज िौकोनाचया किाांिी लांिी अनुक्मे 20 सेमी, 21 सेमी आहे, तर तया िौकोनािी िाजू र 

िररचमती काढा. 
5. खालील चरधाने सतय की असतय हे सकारि चलहा.
 (i) प्रतयेक समांतरभुज िौकोन समभुज िौकोन असतो. (ii) प्रतयेक समभुज िौकोन हा आयत असतो.
 (iii) प्रतयेक आयत हा समांतरभुज िौकोन असतो.   (iv) प्रतयेक िौरस हा आयत असतो.
 (v) प्रतयेक िौरस हा समभुज िौकोन असतो.    (vi) प्रतयेक समांतरभुज िौकोन आयत असतो. 

जाणून घेऊया.

सिलंब चौकोन (Trapezium) 
जया िौकोनाचया संमुख िाजूिंी एकि जोडी समांतर असते, तया िौकोनाला समलंि िौकोन महितात. 

P Q

RS आकृती 5.29
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सोडवलेली उदाहरणे ः 
उदा (1) �ABCD चया कोनांिी मािे 4 ः 5 ः 7 ः 8 या प्रमािात आहेत. तर �ABCD समलंि आहे, हे 
      दाखरा.  
उकल ः समजा, ÐA,	ÐB, ÐC, ÐD यांिी मािे अनकु्मे 
  (4x)°, (5x)°, (7x)°, र (8x)° असे मानू. 
  िौकोनाचया  सर्व कोनांचया मािांिी िेरीज 360° असते. 
	 	\	4x + 5x + 7x + 8x = 360
  \	24x = 360    \	x = 15
  ÐA = 4 ´ 15 = 60°,  ÐB = 5 ´ 15 = 75°,  ÐC = 7 ´ 15 = 105°, 
   आचि  ÐD = 8 ´ 15 = 120°
  आता,  ÐB + ÐC = 75° + 105°= 180°
   \	िाजू CD ||	िाजू BA...... (I) 
  िरंतु ÐB + ÐA = 75°+ 60°= 135°	¹	180°	

	 	\	िाजू BC आचि िाजू AD एकमेकींना समांतर नाहीत. .........(II)
  \	�ABCD हा समलिं िौकोन आहे. ..........(I) र (II) ररून 

उदा (2) समलिं �PQRS मधये िाजू PS ||	िाजू QR आचि िाजू PQ @	िाजू SR, 
      िाजू QR > िाजू PS तर चसद्ध करा ÐPQR @	ÐSRQ 
पक् ः �PQRS मधये िाजू PS ||	िाजू QR 
  आचि िाजू PQ @	िाजू SR
साधय ः ÐPQR @	ÐSRQ
रचना ः चिंदू S मधून िाजू PQ ला समांतर रेषाखंड काढला. 
  तो िाजू QR ला T मधये छेदतो. 
मसद्धता ः �PQRS मधये, 
  रेख PS ||	 रेख QT ........िक् आचि  Q-T-R   
  रेख PQ ||	 रेख ST ........रिना
	 	 \	�PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
	 	 \ÐPQT @ ÐSTR ..... संगत कोन (I)
  तसेि रेख PQ @	 रेख ST 
  िरंतु रेख PQ @	 रेख SR ......(िक्)
  \	 रेख ST @	 रेख SR 
  \ÐSTR @ ÐSRT.....समद ्चरभुज चत्रकोिािे प्रमेय (II)
  \ÐPQT @ ÐSRT .......(I) र (II) ररून. 
  \	ÐPQR @	ÐSRQ ........ Q-T-R. 
  याररून चसद् ध होते, की समद् चरभुज समलंि िौकोनािे िायालगतिे कोन एकरूि असतात.

आकृती 5.31

P

Q R

S

T

आकृती 5.30

D C

BA
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सरावसंच  5.4

1. �IJKL मधये िाजू IJ ||	 िाजू KL असून ÐI = 108° ÐK = 53° तर ÐJ आचि ÐL यािंी  
मािे काढा. 

2. �ABCD मधये िाजू BC ||	 िाजू AD असून  िाजू AB @ िाजू DC जर ÐA = 72°  
 तर ÐB, आचि ÐD यांिी मािे ठररा. 

3. आकृती 5.32 मधील �ABCD मधये िाजू BC < िाजू AD असून 
 िाजू BC ||	िाजू AD आचि जर 
 िाजू BA @	िाजू CD 
 तर ÐABC @ ÐDCB हे चसद्ध करा. 

जाणून घेऊया.

 मरिकोणाचया दोन बाजूंचया िधयमबंदूंचे प्रिेय (Theorem of midpoints of two sides of a triangle)

मवधान ः चत्रकोिाचया कोितयाही दोन िाजूंिे मधयचिंदू जोडिारा रेषाखंड चतसऱया िाजूला समांतर असतो र 
  तया िाजूचया चनममया लांिीिा असतो. 
पक् ः D	ABC मधये चिंदू P हा रेख AB िा 
  मधयचिंदू र चिंदू Q हा रेख AC िा मधयचिंदू 
  आहे. 
साधय ः रेख PQ || रेख BC 

  आचि PQ = 1
2

 BC
रचना ः रेख PQ हा R ियांत असा राढरा की PQ = QR 
  रेख RC काढा. 
मसद्धता ः D	AQP र D	CQR मधये
  रेख PQ @	 रेख QR ...... रिना
  रेख AQ @	 रेख QC ...... Q हा AC िा मधयचिंदू. 
	 	 ÐAQP @ ÐCQR ..... िरसिर चररुद्ध कोन. 
	 	 \	D	AQP @ D	CQR ....... िाकोिा कसोटी
	 	 ÐPAQ @ ÐRCQ .....    (1) एकरूि चत्रकोिांिे संगत कोन. 
	 	 \	 रेख AP @	 रेख CR ......(2) एकरूि चत्रकोिांचया संगत भुजा
  चरधान (1) ररून रेषा AB || रेषा CR.........वयुतक्म कोन कसोटी.
  चरधान (2) ररून रेख AP @ रेख CR
  िरंतु रेख AP @ रेख PB @ रेख CR आचि	 रेख PB || रेख CR
	 	 \	�PBCR हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
	 	 \	 रेख PQ ।। रेख BC आचि PR = BC ..... कारि संमुख िाजू समान लािंीचया असतात. 

आकृती 5.32
A

B C

D

P Q

A

B C
आकृती 5.33

A

B C

P Q R

आकृती 5.34
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  आहे.चिंदू D मधून जािारी िाजू BC ला 
  समांतर असिारी रेषा l ही िाजू AC ला 
  चिंदू E मधये छेदते. 

साधय ः AE = EC 

रचना ः रेषा l रर चिंदू F असा घया की D-E-F आचि DE = EF. रेख CF काढला.  

मसद्धता ः रेषा l ||	रेख BC (िक्) आचि केलेली रिना यांिा उियोग करून �BCFD हा समांतरभुज िौकोन 
  आहे, हे दाखरा. 
  D	ADE @	D	CFE हे चसद्ध करा आचि तयाररून साधय चसद्ध करा. 

सोडवलेली उदाहरणे
उदा (1) D	ABC चया िाजू AB र AC िे अनुक्मे चिंदू E र F हे मधयचिंदू आहेत. जर EF = 5.6 तर 
 BC िी लािंी काढा. 
उकल ः D	ABC मधये चिंदू E र चिंदू F हे अनुक्मे 
 िाजू AB र िाजू AC िे मधयचिंदू आहेत. 
 EF = 1

2
 BC .......मधयचिंदूिे प्रमेय. 

 5.6 = 1
2

 BC     \	BC = 5.6 ´ 2 = 11.2

उदा (2) काेितयाही िौकोनािे मधयचिंदू जोडून होिारा िौकोन समांतरभुज िौकोन असतो हे चसद्ध करा. 
पक् ः �ABCD  चया िाजू AB, BC, CD र 
  AD िे मधयचिंदू अनकु्मे P, Q, R, S आहेत.
साधय ः �PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 
रचना ः कि्व BD काढा. 

A
B

C

P

Q

R

S

D आकृती 5.37

A

B C

E F

आकृती 5.36

आकृती 5.35

A

B C

E FD l

  PQ = 1
2

 PR  ...... रिना

  \	PQ = 1
2

 BC      a 	PR = BC 

 मरिकोणाचया दोन बाजूंचया िधयमबंदूंचया प्रिेयाचा वयतयास 

प्रिेय ः चत्रकोिाचया एका िाजूचया मधयचिंदूतून जािारी र दुसऱया िाजूला समांतर असिारी रेषा चतसऱया  
  िाजूला दुभागते. 

  या चरधानासाठी आकृती, िक्, साधय, रिना चदलेली आहे. तयाररून तया चरधानािी चसद्धता  
  चलचहणयािा प्रयतन करा. 
पक् ः D	ABC चया िाजू AB िा मधयचिंदू D 
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मसद्धता ः D	ABD मधये S हा AD िा मधयचिंदू र P हा AB िा मधयचिंदू आहे. 

  \	मधयचिंदूचया प्रमेयानुसार, PS ||	DB आचि PS = 
1
2  BD ........... (1)

	 	  तसिे D	DBC मधय ेQ र R हे अनुक्मे BC र DC या िाजूंिे मधयचिंदू आहेत.  

	 	 \QR ||	BD, QR = 
1
2  BD ........... (2) मधयचिंदूचया प्रमेयानुसार 

  \PS ||	QR, PS = QR ................ (1) र (2) ररून

  \ �PQRS हा समांतरभुज िौकोन आहे. 

सरावसंच  5.5

1. आकृती 5.38 मधये  D	ABC चया िाजू AB, 
 िाजू BC र िाजू AC िे अनुक्मे चिंदू X, Y, Z हे
 मधयचिंदू आहेत. AB = 5 सेमी, AC = 9 सेमी र 
 BC = 11 सेमी, तर XY, YZ, XZ िी लािंी काढा.  

2. आकृती 5.39 मधये �PQRS आचि �MNRL हे 
 आयत आहेत. चिंदू M हा PR िा मधयचिंदू आहे.
 तर चसद्ध करा (i) SL = LR, (ii) LN = 2

1 SQ. 

3. आकृती 5.40 मधये D	ABC या समभुज चत्रकोिात 
 चिंदू F, D, E हे अनुक्मे िाजू AB, िाजू BC, 
 िाजू AC िे मधयचिंदू आहेत तर D	FED हा 
 समभुज चत्रकोि आहे हे चसद्ध करा. 

4. आकृती 5.41 मधये रेख PD ही D	PQR िी मधयगा आहे. 
 चिंदू T हा PD िा मधयचिंदू आहे. QT राढरलयारर
 PR ला M चिंदूत छेदतो, तर दाखरा की PR

PM  = 3
1 .

 [सूिना ः DN ||	QM काढा.]

संकीण्म प्रशनसंग्रह 5

1. खालील िहुिया्वयी प्रशनांचया चदलेलया उततरांिैकी अिूक िया्वय चनरडा.

 (i) जया िौकोनाचया लगतचया िाजूंचया सर्व जोडा एकरूि असतात तया िौकोनािे नार कोिते ?
   (A) आयत  (B) समांतरभुज िौकोन  (C) समलंि िौकोन  (D) समभुज िौकोन

आकृती 5.39
P Q

RL

M N

S

आकृती 5.38

A

B CY

ZX

आकृती 5.40

A

B C

EF

D

आकृती 5.41

P

Q R

T

M
N

D
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 (ii) एका िौरसाचया किा्विी लांिी 12 2  सेमी आहे. तर तयािी िररचमती चकती ?

   (A) 24 सेमी  (B) 24 2  सेमी  (C) 48 सेमी  (D) 48 2  सेमी

 (iii) एका समभुज िौकोनाचया संमुख कोनांिी मािे (2x)° र (3x - 40)° असतील तर x = ?

   (A) 100 ° (B) 80 ° (C) 160 ° (D) 40 ° 
2. एका काटकोन िौकोनाचया लगतचया िाजू अनकु्मे 7 सेमी र 24 सेमी आहेत तर तया िौकोनाचया किा्विी 
 लािंी काढा.
3. िौरसाचया किा्विी लािंी 13 सेमी आहे तर िाैरसािी िाजू काढा.

4. समांतरभुज िौकोनाचया दोन लगतचया िाजूंिे गुिोततर 3ः4 आहे जर तयािी िररचमती 112 सेमी असेल  
 तर तयाचया प्रतयेक िाजूिी लांिी काढा.
5. समभुज िौकोनािे कि्व PR र कि्व QS यांिी लांिी अनकु्मे 20 सेमी र 48 सेमी आहे, तर समभुज 
 िौकोन PQRS चया िाजू PQ िी लांिी काढा.

6.  आयत PQRS िे कि्व िरसिरांना M चिंदूत छेदतात. जर ÐQMR = 50° तर ÐMPS िे माि काढा.

A

B

C

Q

R

P

आकृती 5.42

आकृती 5.43

A B

C

P Q

D

आकृती 5.44
A B

C

M N

D

7. शेजारील आकृती 5.42 मधये 
 रेख AB || रेख PQ , रेख AB @ रेख PQ,  
 रेख AC || रेख PR, रेख AC @ रेख PR 
 तर चसद् ध करा की, 
 रेख BC || रेख QR र रेख BC @ रेखQR.

8*. शेजारील आकृती 5.43 मधये �ABCD 
हा समलंि िौकोन आहे. AB ||	 DC आहे.  
P र Q हे अनुक्मे रेख AD र रेख BC िे 
मधयचिंदू आहेत, तर चसद्ध करा की,  
PQ ||	AB र PQ = 

1
2 (AB + DC)

9. शेजारील आकृती 5.44 मधये �ABCD हा 
समलिं िौकोन आहे. AB ||	DC. M आचि 
N हे अनकु्मे कि्व AC र कि्व DB िे मधयचिंदू 
आहेत. तर चसद्ध करा की, MN ||	AB

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



75

कृती 
 िौकोनाचया चरचरध गुिधमाांिा िडताळा घेिे. 
साचहतय ः 15 सेमी ´ 10 सेमी िा प्ायरुडिा तुकडा; 12 ते 15 ष्खळे, जाडा दोरा, कात्री. 
सिूना ः 15 सेमी ´ 10 सेमी िा प्ायरुडचया तुकडारर 
सरळरेषेत 2 सेमी अंतरारर 5 ष्खळे ठोका. तसिे खालचया सरळ 
रेषेत सदु्धा ष्खळे ठोका. दोन रेषांमधील अंतरसदु्धा 2 सेमी ठेरा. 
दोऱयाने रेगरेगळे िौकोन (ष्खळ्ािे आधाराने) तयार करा.  
िाजूसिंंधी गुिधम्व दोऱयाने िडताळा. याररून िौकोनांचया 
कोनांसंिंधी गुिधम्व िडताळा. 

 

          
				•										•          •          •         •
	
				•										•          •          •         •
   ष्खळ े   दोरी

आकृती 5.45

अमधक िामहतीसाठी 
  मरिकोणांचा िधयगा संपातमबंदू प्रतयेक िधयगेला 2 ः 1 या प्रिाणात मवभागतो, हा गुिधम्व तुमहाला माहीत आहे.

तयािी खाली चदलेली चसद्धता अभयासा. 
पक् ः D	ABC चया रेख AD आचि रेख BE  
   या मधयगा, चिंदू G मधये छेदतात. 
साधय ः AG ः GD = 2 ः 1
रचना ः चकरि AD रर चिंदू F असा घेतला की 
   G-D-F  आचि GD = DF
मसद्धता ः �BGCF िे कि्व िरसिरांना दुभागतात. .......... िक् र रिना. 
	 	 	 \  �BGCF समांतरभुज आहे. 
	 	 	 \	रेषा BE ||	रेषा FC   .......... समांतरभुज िौकोनाचया संमुख िाजूंना सामारिाऱया रेषा. 
   आता D	AFC चया िाजू AC िा E हा मधयचिंदू आहे. .......... (िक्) 
   रेख EB ||	रेषा FC
   चत्रकोिाचया एका िाजूचया मधयचिंदूतून दुसऱया िाजूला समांतर असलेली रेेषा चतसऱया िाजूला   

  दुभागते. 
	 	 	 \	रेख AF िा G हा मधयचिंदू आहे. 
	 	 	 \	AG = GF
   िरंतु AG = 2 GD

     \ AG
GD

 = 1
2  महिजेि AG = GD = 2 ः 1

qqq

आकृती 5.46

G

A

E

B

F

CD
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6 वतु्मळ

शेजारचया आकृतीतील P केंद्र असलेलया रतु्वळािे चनरीक्ि 
करा. या आकृतीररून खालील सारिी िूि्व करा. 

आकृती 6.1

AP

B
C

D

•	 रतु्वळ
•	 रतु्वळाचया जीरेिे गुिधम्व

•	 अंतर्वतु्वळ
•	 िरररतु्वळ

--- रेख PA --- --- --- --- ÐCPA
जीरा --- वयास चत्रजया केंद्र केंद्रीय कोन ---

आकृती 6.2

प्रतलातील वतु्मळे

•	चत्रजया समान •	केंद्र एक र
    चत्रजया चभन्न

•	केंद्र चभन्न, चत्रजया चभन्न 
र सामाईक चिंदू एकि

•	केंद्र चभन्न, चत्रजया चभन्न 
र सामाईक चिंदू दोन

एककेंद्री रतु्वळे दोन चिंदूत छेदिारी रतु्वळेएकरूि रतु्वळे एकाि चिंदूत छेदिारी रतु्वळे

वतु्मळ (Circle) 

चिंदंूचया संिाचया रूिात या रतु्वळािे रि्वन करू.
l	प्रतलातील एका ष्स्र चिंदूिासून समान अंतरारर असिाऱया सर्व चिंदूंचया संिाला वतु्मळ (Circle) महितात. 

तया ष्स्र चिंदूला रतु्वळािा केंद्रमबंदू चकंरा वतु्मळकेंद्र (Centre of a circle) महितात. 
वतु्मळासंबंधी काही संज्ा
l रतु्वळकेंद्र आचि रतु्वळाररील कोिताही चिंदू जोडिाऱया रेषाखंडाला रतु्वळािी मरिजया (radius) महितात.
l रतु्वळकेंद्र आचि रतु्वळािा कोिताही चिंदू यांमधील अंतरालाही रतु्वळािी मरिजया महितात. 
l	रतु्वळाररील कोितेही दोन चिंदू जोडिाऱया रेषाखंडाला रतु्वळािी  जीवा (Chord) महितात.
l	रतु्वळाचया केंद्रातून जािाऱया जीरेला तया रतु्वळािा वयास (Diameter) महितात. 
 वयास ही रतु्वळािी सरा्वत मोठी जीरा असते.

जाणून घेऊया.

जरा आठवूया.

चला, मिकूया.
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या चनरीक्िांररून लक्ात येिारा गुिधम्व चलहा. या गुिधमा्विी चसद्धता िाहू. 
प्रिेय ः रतु्वळाचया केंद्रातून जीरेरर काढलेला लंि जीरेला दुभागतो.
पक्  ः O केंद्र असलेलया रतु्वळािी रेख AB ही जीरा आहे. 
   रेख OP ^ जीरा AB
साधय  ः रेख AP @  रेख BP
मसद् धता ः रेख OA र रेख OB काढा.
   D OPA र D OPB मधये
   ÐOPA @	ÐOPB . . . . . . . . . . . रेख OP ^ जीरा AB,
   रेख OP @	रेख OP . . . . . . . . . . . . सामाईक भुजा
   कि्व OA @	कि्व OB . . . . . . . . . . . एकाि रतु्वळाचया चत्रजया
   \	D	OPA @	D	OPB . . . . . . . . . कि्व भुजा प्रमेय
    रेख PA @	रेख PB . . . . . . . . . . . . एकरूि चत्रकोिाचया संगत भुजा

 
कृती II ः गटातील प्रतयेक चरद्यारया्वने खालील कृती करारी. 
 आिािलया रहीत एक रतु्वळ काढा. तयात एक जीरा काढा. 
 जीरेिा मधय शोधा. तो मधयचिंदू र रतु्वळकेंद्र जोडिारा रेषाखंड काढा. 
 या रेषाखंडाने जीरेशी केलेले कोन मोजा. 
 काय आढळते?
 तुमही मोजलेलया कोनांिी मािे एकमेकांना सांगा. 
 याररून कोिता गुिधम्व लक्ात येतो, ते ठररा. 

चरद्या्वी
लांिी

O

A P B

आकृती 6.3

O

P BA

आकृती 6.4

आकृती 6.5

वतु्मळाचया जीवेचे गुणधि्म (Properties of chord)

 कृती I ः गटातील प्रतयेक चरद्यारयाांने खालील कृती करारी. 
आिािलया रहीत एक रतु्वळ काढा. तयात एक जीरा काढा. 
रतु्वळ केंद्रातून जीरेरर लंि टाका. जीरेिे जे दोन भाग 
झाले आहेत. तयांिी लांिी मोजा. 
गटप्रमुखाने खालीलप्रमािे एक सारिी तयार करारी. 
तया सारिीत सराांिी चनरीक्िे नोंदरारी. 

1 2 3 4 5 6

l (AP) ...... सेमी
l (PB) ...... सेमी
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प्रिेय  ः रतु्वळािा केंद्र र जीरेिा मधय यांना जोडिारा रेषाखंड जीरेस लंि असतो.
पक् ः O केंद्र असलेलया रतु्वळािी रेख AB ही जीरा आहे. 
  जीरा AB िा P हा मधयचिंदू आहे, महिजेि रेख AP @ रेख PB
साधय ः रेख OP ^ जीरा AB
मसद ्धता ः रेख OA र रेख OB काढा.
  D AOP र D BOP मधये
  रेख OA @	रेख OB . . . . . . . . . . . .  (एकाि रतु्वळाचया चत्रजया)
  रेख OP @	रेख OP. . . . . . . . . . . . . (सामाईक भुजा)
  रेख AP @	रेख BP . . . . . . . . . . . . . (िक्)
  \	D	AOP @	D	BOP . . . . . . . . . (िािािा कसोटी)
  \	ÐOPA @	ÐOPB . . . . . . . . .  (एकरूि चत्रकोिािे संगत कोन) . . . .(I)
  आता ÐOPA + ÐOPB = 180° . . . (रेषीय जोडीतील कोन)
  ÐOPB  + ÐOPB = 180° . . . . . . (I) (ररून)
             2  ÐOPB = 180°
        ÐOPB = 90°
  \	रेख OP ^ जीरा AB

सोडवलेली उदाहरणे
उदा (1) एका रतु्वळािी चत्रजया 5 सेमी आहे. तया रतु्वळाचया एका जीरेिी लांिी 8 सेमी आहे तर तया जीरेिे रतु्वळ
  केंद्रािासूनिे अंतर काढा.
उकल ः      प्र्म चदलेली माचहती दश्वरिारी आकृती काढू.
      समजा, O केंद्र असलेलया रतु्वळात जीरा PQ िी लांिी 8 सेमी   

     आहे.
      रेख OM ^	जीरा PQ काढला.

       

 आिलयाला माहीत आहे की रतु्वळकेंद्रातून जीरेरर टाकलेला लंि जीरेला दुभागतो. 
	 \	PM = MQ = 4 सेमी 
 रतु्वळािी चत्रजया 5 सेमी महिजे OQ = 5 सेमी हे चदले आहे. 
 काटकोन D OMQ मधये िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून
 OM2 + MQ2 = OQ2

 OM2 + 42 = 52

 \  OM2 = 52 - 42 = 25 - 16 = 9 = 32

  \   OM = 3
 महिजे रतु्वळकेंद्रािासून जीरेिे अंतर 3 सेमी आहे.

O

PA B

आकृती 6.6

O

MP Q

आकृती 6.7
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5. आकृती 6.9 मधये केंद्र O असलेली दोन रतु्वळे आहेत. 
मोठ्ा रतु्वळािी AB ही जीरा लहान रतु्वळाला चिंदू P र 
Q मधये छेदते. तर चसद्ध करा ः AP = BQ

6. चसद्ध करा की, रतु्वळािा वयास जर रतु्वळाचया दोन जीरांना 
दुभागत असेल तर तया जीरा िरसिरांना समांतर असतात. 

  कृती I 
 (1) सोईचया चत्रजयेिी रतु्वळे काढा.   (2) प्रतयेक रतु्वळात समान लािंीचया दोन जीरा काढा.
 (3) रतु्वळकेंद्रातून प्रतयेक जीरेरर लंि काढा.  (4) रतु्वळकेंद्रािासून प्रतयेक जीरेिे अंतर मोजा.

उदा (2) एका रतु्वळािी चत्रजया 20 सेमी आहे. ह्या रतु्वळािी एक जीरा रतु्वळाचया केंद्रािासून 12 सेमी अंतरारर  
 आहे, तर तया जीरेिी लांिी ठररा.
उकल ः समजा रतु्वळािे केंद्र O आहे. चत्रजया = OD = 20 सेमी जीरा CD केंद्र O  िासून 12 सेमी अंतरारर  
 आहेे. रेख OP ^ रेख CD
 \	OP = 12 सेमी
          \	CP = PD ...... रतु्वळकेंद्रातून जीरेरर 
          टाकलेला लिं जीरेला दुभागतो.
 काटकोन D OPD मधये िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून
   OP2 + PD2 = OD2

 (12)2 + PD2 = 202

       PD2 = 202 - 122 
       PD2 = (20+12) (20-12)
     = 32 ´ 8 = 256
 \ PD = 16  \	CP = 16
 CD = CP + PD = 16 + 16 = 32
 \	जीरेिी लािंी 32 सेमी आहे. 

	सरावसंच  6.1

1.  रतु्वळकेंद्र O िासून जीरा AB िे अंतर 8 सेमी आहे. जीरा AB िी लांिी 12 सेमी आहे, तर रतु्वळािा वयास
 काढा.
2.  एका रतु्वळािा वयास 26 सेमी असून जीरेिी लांिी 24 सेमी आहे, तर तया जीरेिे केंद्रािासूनिे अंतर काढा.
3. रतु्वळाचया केंद्रािासून जीरेिे अंतर 30 सेमी असून रतु्वळािी चत्रजया 34 सेमी आहे, तर जीरेिी लांिी काढा.
4. O केंद्र असलेलया रतु्वळािी चत्रजया 41 सेमी आहे. रतु्वळािी जीरा PQ िी लांिी 80 सेमी आहे, तर जीरा 

PQ िे केंद्रािासूनिे अंतर काढा.

आकृती 6.8

O

P DC

आकृती 6.9

O

PA Q B
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आकृती 6.10

O

B

C

A P

D

Q

जाणून घेऊया.

  वतु्मळाचया एकरूप जीवा व तयांचे केंद्रापासूनचे अंतर यांसंबंधीचे गुणधि्म

   कृती II

T

A

M

B

N

PO

M

L

              आकृती (i)      आकृती (ii)        आकृती (iii)

आकृती (i)मधये OL = OM, आकृती (ii) मधये PN = PT, आकृती (iii) मधये MA = MB असे 
आढळले का ? या कृतीतून लक्ात येिारा गिुधम्व शबदातं चलहा.

जाणून घेऊया.

  एकरूप जीवांचे गुणधि्म (Properties of congruent chords)

प्रिेय ः एकाि रतु्वळातील एकरूि जीरा रतु्वळकेंद्रािासून समान अंतरारर असतात.
पक् ः O केंद्र असलेलया रतु्वळात 
  जीरा AB @ जीरा CD
  OP ^ AB, OQ ^ CD
साधय ः OP = OQ
रचना ः रेख OA र रेख OD जोडा.

मसद ्धता ः AP = 1
2

 AB, DQ = 
1
2  CD . . . रतु्वळकेंद्रातून जीरेरर टाकलेला लंि जीरेला दुभागतो.

  AB = CD . . . . . . . . . . . . . . . . िक्
  \	AP = DQ 
  \	रेख AP @ रेख DQ . . . . . . . . .  (I) . . . समान लािंीिे रेषाखंड
  काटकोन D	APO आचि काटकोन D	DQO मधये
  रेख AP @ रेख DQ . . . . . . . . . . .  (I) ररून
  कि्व OA @ कि्व OD . . . . . . . . . .  एकाि रतु्वळाचया चत्रजया
  \	D	APO @	D DQO . . . . . . .  कि्वभुजा प्रमेय
 रेख OP @	रेख OQ . . . . . . . . . . . एकरूि चत्रकोिाचया संगतभुजा
 \	OP = OQ . . . . . . . . . . . . .  एकरूि रेषाखंडांिी लांिी समान 
 रतु्वळातील एकरूि जीरा रतु्वळकेंद्रािासून समान अंतरारर असतात. 

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



81

प्रिेय ः एकाि रतु्वळातील केंद्रािासून समान अंतरारर असिाऱया जीरा एकरूि असतात. 
पक् ः O केंद्र असलेलया रतु्वळात
  रेख OP ^ जीरा AB
  रेख OQ ^ जीरा CD
  आचि OP = OQ
साधय ः जीराAB @ जीरा CD
रचना ः रेख OA र रेख OD काढा.
मसद्धता ः खालील चरधानांसाठी गाळलेलया जागा भरा.
  काटकोन D	OPA र काटकोन D	OQD मधये 
  कि्व OA @ कि्व OD . . . . . . . 
  रेख OP @	रेख OQ . . . . . . . . िक्
  \	D	OPA @ D	OQD . . . . . . . 
  \	रेख AP @	रेख QD . . . . . . . . एकरूि चत्रकोिाचया संगत भुजा
  \	AP = QD . . . . . . . . . . . . . (I)
  िरंतु AP = 1

2
 AB,   OQ = 1

2
 CD . . . . . 

  \	AP = QD . . . . . . . . . .  चरधान (I) ररून
  \	AB = CD
  \	रेख AB @	रेख CD  
  ररील दोनही प्रमेये एकमेकांिे वयतयास आहेत हे जािून घया. 

हे लक्ात ठेवूया.

एका रतु्वळातील एकरूि जीरा रतु्वळकेंद्रािासून समान अंतरारर असतात.

 
 कृती ः   ररील दोनही प्रमेये एकाि रतु्वळाऐरजी एकरूि रतु्वळे घेऊन चसद्ध करता येतात.
 1. एकरूि रतु्वळांतील एकरूि जीरा रतु्वळकेंद्रांिासून समान अंतरारर असतात.
 2. एकरूि रतु्वळांत रतु्वळकेंद्रांिासून समान अंतरारर असिाऱया जीरा एकरूि असतात.
  या दोनही प्रमेयांसाठी िक्, साधय, चसद्धता चलहा.

सोडवलेले उदाहरण
उदा.   चदलेलया आकृती 6.12 मधये चिंदू O हा रतु्वळािा केंद्रचिंदू असून  
 AB = CD आहे. जर OP = 4 सेमी तर OQ िी लांिी काढा.

उकल ः O केंद्र असलेलया रतु्वळात 
 जीरा AB @	जीरा CD चदले अाहे. 

Q

O

D

B

C

AP

आकृती 6.11

O

D
C

B
A

Q

P

आकृती 6.12
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आकृती 6.13

A

B C

P

Q

R

I

D	ABC चया चतनही कोनािंे दुभाजक I  या चिंदूत चमळालेले 
आहेत.

कोनदुभाजकाचया I या संिात चिंदूमधून चत्रकोिाचया 
चतनही भुजांरर लंि काढले आहेत.

IP ^	AB,     IQ ^ BC,    IR ^ AC
कोन दुभाजकारंरील प्रतयेक चिंदू कोनाचया दोनही 

भुजांिासून समान अंतरारर असतो हे आिि अभयासले आहे.

ÐB चया दुभाजकारर  I हा चिंदू आहे महिून  IP = IQ. 
ÐC चया दुभाजकारर I हा चिंदू आहे महिून IQ = IR

IP = IQ= IR
 	 चिंदू I हा चत्रकोिाचया चतनही भुजािंासून महिजेि AB, AC, BC िासून समदूर आहे.
 \चिंदू I हा केंद्र मानून र IP ही चत्रजया घेऊन काढलेलेे रतु्वळ िाजू AB, AC र BC यांना आतून सिश्व 

करेल. अशा रतु्वळाला चत्रकोिािे अंतर्वतु्वळ महितात. 

 OP ^ AB, OQ ^	CD 
 OP = 4 सेमी आहे. महिजे जीरा AB िे O या रतु्वळ केंद्रािासूनिे अंतर 4 सेमी आहे.
 आिलयाला माहीत आहे की एकाि रतु्वळातील एकरूि जीरा केंद्रािासून समान अंतरारर असतात.
 \		OQ = 4 सेमी 

सरावसंच  6.2

1. एका रतु्वळािी चत्रजया 10 सेमी आहे. तया रतु्वळात प्रतयेकी 16 सेमी लांिीचया दोन जीरा आहेत, तर तया जीरा 
 रतु्वळकेंद्रािासून चकती अंतरारर असतील ?
2. एका रतु्वळात दोन समान लांिीचया जीरा आहेत. केंद्रािासून तया 5 सेमी अंतरारर असून रतु्वळािी चत्रजया 

13 सेमी आहे तर तया जीरािंी लािंी काढा.
3. केंद्र C असलेलया रतु्वळाचया रेख PM आचि रेख PN ह्या एकरूि जीरा आहेत, तर चकरि PC हा  

ÐNPM िा दुभाजक आहे. हे चसद्ध करा.

जरा आठवूया.

 मागील इयततेत आिि चरचरध चत्रकोि काढून तयांिे कोनदुभाजक एकसिंाती असतात या  गुिधमा्विा 
िडताळा घेतला आहे. चत्रकोिाचया कोनांचया दुभाजकांिा संिातचिंदू ‘I’ या अक्राने दश्वचरतात, हे आिलयाला  
माहीत आहे.

जाणून घेऊया.

  मरिकोणाचे अंतव्मतु्मळ (Incircle of a triangle)
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D	 PQR चया िाजूंिे लंिदुभाजक C या चिंदूत 
चमळाले  आहेत. महिून C हा लंिदुभाजकािंा सिंातचिंदू 
आहे.

जाणून घेऊया.

  मरिकोणाचे अंतव्मतु्मळ काढणे (To construct incircle of a triangle) 

उदा. D	PQR असा काढा की, PQ = 6 सेमी, ÐQ = 35°, 
 QR = 5.5 सेमी  D	PQR िे अंतर्वतु्वळ काढा.

 प्र्म कच्ी आकृती काढा र चदलेली माचहती तयात दाखरा. 

रचनेचया पायऱया ः

 (1)	D	PQR हा चदलेलया मािािा चत्रकोि काढा.

 (2)	कोितयाही दोन कोनांिे दुभाजक काढा.

 (3)	कोनदुभाजकांचया छेदन चिंदूला I नार द्या.

 (4) चिंदू I मधून िाजू PQ रर IM  हा लिं काढा. 

 (5)	IM ही चत्रजया र I हे केंद्र घेऊन रतु्वळ काढा.

हे लक्ात ठेवूया.

चत्रकोिाचया चतनही िाजूंना सिश्व करिाऱया रतु्वळाला चत्रकोिािे अंतर्वतु्वळ महितात 
आचि तया रतु्वळाचया केंद्राला अंतर्वतु्वळकेंद्र चकंरा अंतम्वधय चकंरा अंतककेंद्र असे महितात.

जरा आठवूया.

 मागील इयततेत आिि चत्रकोिाचया िाजूंिे लंिदुभाजक एकसंिाती असतात या गिुधमा्विा िडताळा 
चरचरध चत्रकोि काढून घेतला आहे. चत्रकोिाचया िाजूंचया लंिदुभाजकािंा संिातचिंदू C या अक्राने दाखरतात.

जाणून घेऊया.

R

P

Q

C

आकृती 6.16

R

P 6 सेमी

5.5सेमी

Q

I

M
35°

कच्ीआकृती 6.14
R

P 6 सेमी

5.5 सेमी

Q

I

M
35°

आकृती 6.15
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आकृती 6.17

E

C

F

D
60° 70°

कच्ीआकृती 

रचनेचया पायऱया ः
(1) चदलेलया मािािा चत्रकोि DEF काढा. 
(2)	कोितयाही दोन भुजािंे लंिदुभाजक काढा.
(3) ते लिंदुभाजक जे्े चमळतील तया चिंदूला C नार 
      द्या.
(4)	रेख CF काढा. 
(5)	CF ही चत्रजया र C हे केंद्र घेऊन रतु्वळ काढा.आकृती 6.18

E

C

F

D
60° 70°

4.2 सेमी

 

 

  मरिकोणाचे पररवतु्मळ (Circumcircle)

 चिंदू C हा चत्रकोि PQR चया चतनही िाजूंचया लंिदुभाजकाररिा चिंदू आहे. PC, QC, RC जोडा. 
रेषाखंडाचया लंिदुभाजकाररील प्रतयेक चिंदू हा तया रेषाखंडाचया अंतयचिंदूिंासून समान अंतरारर असतो. हे आिि 
अभयासले आहे.
 चिंदू C हा रेख PQ चया लंिदुभाजकारर आहे. \	PC = QC . . . . . . I
 चिंदू C हा रेख QR चया लंिदुभाजकारर आहे. \	QC = RC . . . . . . II 
 \	PC = QC = RC . . . . . चरधान I र II ररून
 \	C चिंदू केंद्र घेऊन र PC ही चत्रजया घेऊन काढलेले रतु्वळ या चत्रकोिाचया तीनही चशरोचिंदूंतून जाईल.  
 अशा रतु्वळाला चत्रकोिािे िरररतु्वळ महितात.

हे लक्ात ठेवूया.

चत्रकोिाचया सर्व चशरोचिंदूंतून जािाऱया रतु्वळाला चत्रकोिािे िरररतु्वळ महितात.
आचि तया रतु्वळाचया केंद्राला िररकेंद्र असे महितात.

जाणून घेऊया.

  मरिकाणाचे पररवतु्मळ काढणे
उदा. D	DEF मधये DE = 4.2 सेमी, ÐD = 60°, ÐE = 70° तर D	DEF काढा र तयािे िरररतु्वळ काढा.

 प्र्म कच्ी आकृती काढा. तयात चदलेली माचहती चलहा. 
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•	 चत्रकाेिािे अंतर्वतु्वळ चत्रकोिाचया सर्व िाजूंना 
 आतून सिश्व करते.
•	 चत्रकाेिािे अंतर्वतु्वळ काढणयासाठी चत्रकोिाचया 
 कोितयाही दोन कोनांिे दुभाजक काढारे लागतात.
•	 चत्रकोिािे िरररतु्वळ चत्रकोिाचया चतनही चशरोचिंदूतून 
 जाते.
•	 चत्रकािेािे िरररतु्वळ काढणयासाठी तयाचया 
 कोितयाही दोन िाजूंिे लंिदुभाजक काढारे 
 लागतात.

•	 लघुकोन चत्रकाेिािे िररकेंद्र चत्रकोिाचया आत 
 असते.
•	 काटकोन चत्रकािािे िररकेंद्र किा्विा मधयचिंदू 
 असतो.
•	 चरशालकोन चत्रकोिािे िररकेंद्र चत्रकाेिाचया िाहेर 
 असते.
• कोितयाही चत्रकोिािा अंतम्वधय चत्रकोिाचया 
 अंतभा्वगात असतो. 

कृती ः कोिताही एक समभुज चत्रकोि काढून तयािे िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ काढा. 
  ररील कृती करत असताना तुमहांला खालील िाितींत काय आढळले? 
(1)  चत्रकोिािे िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ काढताना तयािे कोनदुभाजक आचि िाजूंिे लंिदुभाजक हे एकि आले  
 का? 
(2)  िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ यािंे केंद्र एकि आहे का? तसे असलयास तयािे कारि काय असारे?
(3)  िरररतु्वळािी चत्रजया र अंतर्वतु्वळािी चत्रजया मोजून तयांिे गुिोततर काढा. 

  कृती 
 चरचरध मािांिे र चरचरध प्रकारिे चत्रकोि काढा. तयांिी अंतर्वतु्वळे र िरररतु्वळे काढा.

  आिले चनरीक्ि खालील सारिीत नोंदरा र ििा्व करा.

चत्रकोिािा प्रकार समभुज चत्रकाेि समद ्चरभुज चत्रकोि चरषमभुज चत्रकोि

अंतर्वतु्वळाचया केंद्रािे 
स्ान

चत्रकाेिाचया आत चत्रकाेिाचया आत चत्रकाेिाचया आत

िरररतु्वळाचया केंद्रािे 
स्ान

चत्रकोिाचया आत
चत्रकोिाचया आत चकंरा 
िाहेर चकंरा चत्रकोिारर

चत्रकोिािा प्रकार लघुकोन चत्रकाेि काटकोन चत्रकोि चरशालकोन चत्रकोि

अंतर्वतु्वळाचया केंद्रािे स्ान

िरररतु्वळाचया केंद्रािे स्ान किा्वचया मधयारर

हे लक्ात ठेवूया.
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हे लक्ात ठेवूया.

•  समभुज चत्रकोिािे िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ काढताना तयािे कोनदुभाजक आचि िाजूंिे लंिदुभाजक हे एकि 
येतात. 

•  समभुज चत्रकोिािे िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ यांिे केंद्र एकि येते. 
•  समभुज चत्रकोेिाचया िरररतु्वळाचया चत्रजयेिे अंतर्वतु्वळाचया चत्रजयेशी गुिोततर 2 ः 1 असते. 

सरावसंच  6.3

1. D	ABC असा काढा की, ÐB =100°, BC = 6.4 सेमी ÐC = 50°. या चत्रकोिािे अंतर्वतु्वळ काढा.
2. D	PQR असा काढा की, ÐP = 70°, ÐR = 50°, QR = 7.3 सेमी. या चत्रकोिािे िरररतु्वळ काढा.
3. D	XYZ असा काढा की, XY = 6.7 सेमी, YZ = 5.8 सेमी, XZ = 6.9 सेमी. या चत्रकोिािे अंतर्वतु्वळ 
 काढा.
4. D	LMN मधये, LM = 7.2 सेमी, ÐM = 105°, MN = 6.4 सेमी. तर चत्रकाेि LMN काढा र तयािे 

िरररतु्वळ काढा.
5. D	DEF काढा. DE = EF = 6 सेमी ÐF = 45°. या चत्रकोिािे िरररतु्वळ काढा.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 6

1. खालील िहुिया्वयी प्रशनांचया चदलेलया उततरांिैकी अिूक िया्वय चनरडा.   
 (i) एका रतु्वळािी चत्रजया 10 सेमी असून तयाचया एका जीरेिे केंद्रािासूनिे अंतर 6 सेमी आहे, तर तया 

जीरेिी लािंी चकती? 
  (A) 16 सेमी  (B) 8 सेमी (C) 12 सेमी (D) 32 सेमी
 (ii) चत्रकोिाचया चतनही कोनांिे दुभाजक एकसिंाती असतात. तया संिात चिंदूला काय महितात?
  (A) मधयगासंिात    (B) िररकेंद्र  (C) अंतककेंद्र  (D)लिंसंिात
 (iii) चत्रकोिाचया सर्व चशरोचिंदूंतून जािाऱया रतु्वळाला काय महितात? 
   (A) िरररतु्वळ      (B) अंतर्वतु्वळ      (C) एकरूि रतु्वळ      (D) एककेंद्री रतु्वळ
 (iv) एका रतु्वळािी जीरा 24 सेमी लािंीिी असून चतिे केंद्रािासून अंतर 5 सेमी असेल तर तया रतु्वळािी   

  चत्रजया चकती असेल ?
   (A) 12 सेमी  (B) 13 सेमी  (C) 14 सेमी (D) 15 सेमी
 (v) 2.9 सेमी चत्रजया असिाऱया रतु्वळात जासतीत जासत चकती लांिीिी जीरा असू शकते? 
    (A) 3.5 सेमी  (B) 7 सेमी  (C) 10 सेमी (D) 5.8 सेमी
 (vi) एका रतु्वळािी चत्रजया 4 सेमी आहे. O हा रतु्वळािा केंद्रचिंदू आहे. l(OP) = 4.2 सेमी असलयास  

 चिंदू ‘P’ िे स्ान कुठे असेल ?
   (A) केंद्रचिंदूरर    (B) रतु्वळाचया अंतभा्वगात    (C) रतु्वळाचया िाह्यभागात    (D) रतु्वळारर
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 (vii) एका रतु्वळात समांतर असिाऱया जीरािंी लांिी 6 सेमी र 8 सेमी आहे. तया रतु्वळािी चत्रजया  
5 सेमी असलयास तया जीरांमधील अंतर चकती? 

  (A) 2 सेमी   (B) 1 सेमी  (C) 8 सेमी (D) 7 सेमी
2. समभुज D DSP मधये DS = 7.5 सेमी तर D DSP िे िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ काढा. िरररतु्वळ र 
 अंतर्वतु्वळ यांचया चत्रजया मोजून चलहा. िरररतु्वळाचया चत्रजयेिे अंंतर्वतु्वळाचया चत्रजयेशी गुिोततर काढा.

3. D	NTS मधये NT = 5.7 सेमी, TS = 7.5 सेमी आचि ÐNTS = 110° आहे तर D	NTS काढून तयािे 
िरररतु्वळ र अंतर्वतु्वळ काढा.

4. आकृती 6.19 मधये C हे रतु्वळािे केंद्र आहे. रेख QT 
 हा वयास आहे.CT = 13, CP = 5 असेल तर 
 जीरा RS काढा.

5. आकृती 6.20 मधये P हे रतु्वळािे केंद्र आहे. 
 जीरा AB आचि जीरा CD वयासारर चिंदू E मधये 
 छेदतात. 
  जर ÐAEP @ ÐDEP 
 तर चसद् ध करा, की AB = CD.

6. आकृती 6.21 मधये O केंद्र असलेलया रतु्वळािा 
 CD हा वयास र AB ही जीरा आहे. वयास CD 
 हा जीरा AB ला E चिंदूिाशी लिं आहे, 
 तर दाखरा की D	ABC हा समद् चरभुज चत्रकोि आहे.

 Geogebra software चया मदतीने चरचरध रतु्वळे काढून तयामधय ेजीरा वयास यांिे गुिधम्व 
प्रातयचक्काद्ारे अनुभरा. िरररतु्वळ, अंतर्वतु्वळ काढा. Move option िा उियोग करून मूळ 
चत्रकोिािे आकार िदलून अंतककेंद्र, िररकेंद्र यािंे स्ान कसे िदलते हे प्रातयचक्काद्ारे अनुभरा.
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7 मनददेिक भूमिती

एका इमारतीसमोरील िटांगिात चिंटू र 
तयािे चमत्र चक्केट खेळत होते. एक आजोिा ते्े 
आले.
आजोबा ः अरे चिंटू, दतताभाऊ याि सोसायटीत 
  राहतात ना ?
मचंटू ः हो, ये्ेि राहतात. दुसऱया मजलयारर 
  तयांिे घर आहे. ये्ून ती ष्खडकी  
  चदसते ना, ते्े.
आजोबा ः अरे, दुसऱया मजलयारर मला िाि  
  ष्खडकया चदसत आहेत. नक्ी घर  
  कोिते ?
मचंटू ः दुसऱया मजलयारर डारीकडून चतसरी  
  ष्खडकी तयांिी. 

  अक्, आंरभमबंदू व चरण (Axes, origin, quadrants)

दतताभाऊंचया घरािे स्ान दोन क्मरािक संखयांनी नेमकेििाने सांगता आले. तसेि एकमेकींना लंि असिाऱया 
दोन रेषािंासूनचया अंतरांनी प्रतलातील एखाद्या चिंदूिे स्ान नेमकिेिाने सांगता येते. 

एखाद्या चिंदूिे प्रतलातील स्ान सांगणयासाठी, तयाि प्रतलात सोयीचया चठकािी एक आडरी संखयारेषा 
काढतात. या संखयारेषेला X- अक् महितात.

चिंटूने केलेले दतताभाऊंचया घराचया स्ानािे रि्वन महिजेि चनददेशक भूचमतीतील मूळ संकलिना आहे.
घरािे स्ान नेमके समजणयासाठी  नुसता मजलयािा क्मांक सांगून िुरेसा नाही तर डारीकडून चकंरा उजरीकडून 

चकतरे घर हेही सांगारे लागले. महिजे क्माने दोन संखया सांगावया लागलया. जचमनीिासून दुसरा मजला र डारीकडून 
मतसरी ष्खडकी. अशा दोन क्रिवाचक संखया रािरावया लागलया.

•	 अक्, आरंभचिंदू र िरि
•	 चिंदूिे प्रतलातील चनददेशक
•	 चिंदू स्ािन करिे

•	 X-अक्ाला समांतर रेषा
•	 Y-अक्ाला समांतर रेषा
•	 रेषेिे समीकरि

जाणून घेऊया.

चला, मिकूया.
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 X-अक्ाररील 0 हा चनददेशक असलेलया चिंदूतून 
X-अक्ाला लिं असिारी दुसरी रेषा महिजे Y-अक्  
होय. सामानयििे दोनही संखयारेषांररील 0 ही संखया 
एकाि चिंदूने दश्वरली जाते तया चिंदूला आरंभचिंदू 
(Origin)  महितात. तो ‘O’ या इगं्जी अक्राने 
दाखचरतात. 

 X-अक्ारर O चया उजरीकडे धन संखया तर 
डारीकडे ऋि संखया दाखरतात. 

Y-अक्ारर O चया ररचया िाजूला धन संखया र 
खालचया िाजूला ऋि संखया दाखरतात.

X आचि Y अक्ांमुळे प्रतलािे िार चरभाग 
होतात. तया प्रतयेक चरभागाला चरण असे महितात. या 
िरिांमधय ेअक्ांररील चिंदू समाचरटि केले जात नाहीत. 
आकृतीत दाखरलयाप्रमािे, घडाळाचया काट्ाचया 
चररुद्ध चदशेने िरिािंे क्मांक मानणयािा संकेत आहे.

रेने देकात्म (1596-1650)

सतरावया शतकातील फ्ेंि गचिती रेने देकात्व यांनी प्रतलातील चिंदिूे स्ान 
अिूकििे दश्वरणयासाठी ‘चनददेशक िद् धती’ सुिरली. या िद्धतीला ‘कातदेचशयन 
चनददेशक िद्धत’ असे महितात. देकात्व यांचया नाराररून हे नार चदले आहे. 
देकात्व यांनी प्र्मि भूचमती आचि िीजगचित यांमधील सहसंिंध प्रस्ाचित 
केलयामुळे गचितामधये क्ांती घडून आली.

कातदेचशयन चनददेशक िद् धती ही चरशलषेक भूचमतीिा (Analytical 
Geometry) िाया आहे. ‘ला जटॉमेचटरिक’ हे रेने देकात्व यांिे िचहले िुसतक. 
या िुसतकात तयांनी भचूमतीचया अभयासासाठी िीजगचितािा रािर केला होता. 
प्रतलातील चिंदू रासतर संखयांचया क्चमत जोडीने दश्वरता येतात, हे तयांनी प्र्म या िुसतकात मांडले. या क्चमत 
जोडीला ‘कातदेचशयन चनददेशक’ महितात.

चनददेशक भूचमतीिा उियोग भौचतकशासत्र, अचभयांचत्रकी, नौकानयनशासत्र, भूकंिशासत्र आचि कला अशा 
चरचरध के्त्रांत केला जातो. तंत्रज्ञानाचया प्रगतीमधये चनददेशक भूचमती महत्रािी भूचमका िजारते. चजओजेब्रामधये 
भूचमती आचि िीजगचित यांमधील सहसिंंध सिटिििे चदसतो. Geometry आचि Algebra या शबदांररूनि 
Geogebra हे नार चदले आहे.
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उदा. सोितचया आकृतीत दाखरलेलया E, F, G, T 
 या चिंदूंिे चनददेशक चलहा.
उकल ः 

 •	चिंदू  E िे चनददेशक (2,1) आहेत. 

 •	चिंदू  F िे चनददेशक (-3,3) आहेत.

 •	चिंदू  G िे चनददेशक (-4,-2) आहेत.

 •	चिंदू  T िे चनददेशक (3,-1) आहेत.

चनददेशकांिा अंतरािा 2, 3 हा क्म चनष्शित होतो आचि चिंदू P िे स्ान संखयांचया (2, 3) या जोडीने 
्ोडकयात सांगता येते. 

चिंदू Q िासून X अक्ारर QS हा लिं काढला र Y अक्ारर QR हा लिं काढला. Q िा X अक्ाररील 
चनददेशक -3 आचि Y अक्ाररील चनददेशक 2 आहे महिून चिंदू Q िे चनददेशक (-3,2) आहेत.

X-अक् आचि Y-अक् यांनी चनष्शित झालेलया 
प्रतलात चिंदू P दाखरला आहे. तयािे स्ान 
तयाचया दोनही अक्ांिासूनचया अंतरांमुळे चनष्शित 
करता येते. तयासाठी रेख PM ^	 X-अक् आचि 
रेख PN ^ Y-अक् काढले.

M िा X अक्ाररील चनददेशक 2 आहे. N िा Y 
अक्ाररील चनददेशक 3 आहे. महिून P िा x चनददेशक 
2 आचि y चनददेशक 3 आहे.

चिंदूंिे स्ान सांगताना तयािा x चनददेशक प्र्म 
सांगारा असा संकेत आहे. या संकेतानुसार P चिंदूचया 

X¢ X

Y

Y¢

0
MO

P (2, 3)

Q (-3, 2)
N

1

-1
-1 1

2

-2

-2 2

3

-3

-3 3

4

-4

-4 4

आकृती 7.2

आकृती 7.3

X

Y

F

G
T

E

-4

-3

-2

-1
1

1

-1

2

-2

3

4

-4 2 3 4-3 0

•

•

  प्रतलातील मबंदूचे सहमनददेिक (Co-ordinates of a point in a plane)

S

R
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M चिंदिूा x चनददेशक महिजे M चिंदूिे Y 
अक्ािासूनिे अंतर होय. तया चिंदूिे X अक्ािासूनिे 
अंतर शूनय अाहे. महिून M िा y चनददेशक 0 आहे. 

याररून X अक्ाररील M चिंदूिे सह चनददेशक 
(3,0) असे आहेत. Y अक्ाररील N चिंदूिा y 
चनददेशक 4 आहे. कारि तो चिंदू X अक्ािासून 4 
अंतरारर आहे आचि चिंदू N िे Y अक्ािासूनिे 
अंतर शूनय आहे महिून तयािा y चनददेशक 0 अाहे.

याररून Y अक्ाररील N या चिंदूिे सह 
चनददेशक (0,4) असे आहेत.

आता ‘O’ हा आरंभचिंदू X आचि Y दोनही अक्ांरर आहे महिजे तया चिंदूिे X आचि Y या दाेनही अक्ांिासूनिे 
अंतर 0 आहे महिून ‘O’ िे चनददेशक (0,0) आहेत.  

याररून प्रतलातील प्रतयेक चिंदूशी चनददेशकांिी एक आचि एकि जोडी (क्चमत जोडी) चनगचडत असते.

उदा.  खालील चिंदू कोितया िरिात आहेत चकंरा कोितया अक्ारर आहेत ते आेळखा.
 A(5,7),  B(-6,4),  C(4,-7),  D(-8,-9),  P(-3,0),  Q(0,8)

उकल ः A(5,7) िा x चनददेशक धन आहे र y चनददेशक धन आहे. \	चिंदू A हा िचहलया िरिात अाहे.
 B(-6,4) िा x चनददेशक ऋि आहे र y चनददेशक धन आहे. \	चिंदू B हा दुसऱया िरिात अाहे.
 C(4,-7) िा x चनददेशक धन आहे र y चनददेशक ऋि आहे. \	चिंदू C हा िौरया िरिात अाहे.
 D(-8,-9) िा x चनददेशक ऋि आहे र y चनददेशक ऋि आहे. \	चिंदू D हा चतसऱया िरिात अाहे.

आकृती 7.4

X

Y

(1,0)
(0,-1)

(-1,0)

(0,1)

(0,2)

(0,3)

(0,4)

(-2,0)(-3,0)(-4,0)

(0,-2)

(0,-3)

(0,-4)

(2,0) (3,0) (4,0)
O

िरि III
(-,-)

िरि IV
(+,-)

िरि I
(+,+)

िरि II
(-,+)

N

M
(0,0)

• X -अक्ाररील प्रतयेक चिंदिूा y चनददेशक शूनय असतो.
• Y -अक्ाररील प्रतयेक चिंदूिा x चनददेशक शूनय असतो.
•	अारंभ चिंदूिे चनददेशक (0,0) असतात.

  अक्ांवरील मबंदूंचे मनददेिक (Co-ordinates of points on the axes)

जाणून घेऊया.

हे लक्ात ठेवूया.

•P
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समजा P (4,3) र Q (-2,2) हे चिंदू स्ािन 
करायिे आहेत.
मबंदू स्थापन करणयाचया पायऱया
(i) प्रतलात X-अक् र Y-अक् काढा. आरंभचिंदू  
 दाखरा.
(ii) P (4,3) हा चिंदू दाखरणयासाठी X अक्ाररील 
 4 ही संखया दाखरिाऱया चिंदूतून Y अक्ाला  
 समांतर रेषा काढा. 
 Y अक्ाररील 3 ही संखया दाखरिाऱया चिंदूतून  
 X अक्ाला समांतर रेषा काढा.

 कृती  शाळेचया मैदानारर िाजूचया आकृतीत दाखरलयाप्रमािे आडवया  र उभया रांगेत चरद्याच््वनींना िसरा  
 यामुळे X- अक् र Y- अक् तयार होतील. 

• रंगीत चठिकयाचंया  चठकािी िारही िरिांत 
 चरद्यारयाांना िसरा. 
•	 आता रेगरेगळ्ा चरद्यारयाांचया नाराचया  
 आद्याक्रािा उच्ार करून आकृतीत 
 दाखरलयाप्रमािे उभे करा र तयांिे चनददेशक 
 तयांना चरिारा. उदा. राजेंद्र (2, 2) र  
 कीतवी (-1, 0)
•	 अशाप्रकारे मैदानातील या कृतीने प्रतलातील   
 चिंदूिे स्ान गमतीने सहज सिटि होईल.

K

R

आकृती 7.5

आकृती 7.6

-3

-2

-1
1

1

-1-2 2

2

3 4

3

4

0 X

Y

P (4,3)

Q (-2,2)
•

•

 P(-3,0) िा y चनददेशक शूनय आहे. \	चिंदू P हा X अक्ारर अाहे.
 Q(0,8) िा x चनददेशक शूनय आहे. \	चिंदू Q हा Y अक्ारर अाहे.

जाणून घेऊया.

   मदलेलया मनददेिकांिी मनगमडत मबंदू स्थापन करणे (To plot the points with given co-ordinates)
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चनददेशक िरि / अक्

(i) (5,3) िरि I

(ii) (-2,4) िरि II

(iii) (2,-5) िरि IV

(iv) (0,4) Y अक्

(v) (-3,0) X अक्

सरावसंच  7.1

1. खाली चदलेले चिंदू तयांचया सहचनददेशकांररून कोितया िरिात चकंरा कोितया अक्ारर आहेत ते चलहा.
 •	A(-3,2), •	B(-5,-2), •	K(3.5,1.5), •	D(2,10), 
 •	E(37,35), •	F(15,-18), •	G(3,-7), •	H(0,-5), 
 •	M(12,0), •	N(0,9), •	P(0,2.5), •	Q(-7,-3)

2. खालील चिंदू कोितया िरिात असतील ?
 (i) जयांिे दोनही चनददेशक धन आहेत.     (ii) जयांिे दोनही चनददेशक ऋि आहेत.
 (iii) जयांिा x चनददेशक धन र y चनददेशक ऋि आहे.   (iv) जयांिा x चनददेशक ऋि र y चनददेशक धन आहे.

3. प्रतलात चनददेशक िद् धती चनष्शित करा र खालील चिंदू स्ािन करा.
 L(-2,4),    M(5,6),    N(-3,-4),    P(2,-3),    Q(6,-5),    S(7,0),    T(0,-5)

चनददेशक िरि / अक्

(vi) (-2, -2.5) िरि III

(vii) (5,3.5) िरि I

(viii) (-3.5,1.5) िरि II

(ix) (0, -4) Y अक्

(x) (2,-4 ) िरि IV

(iii) या दोन समांतर रेषािंा छेदनचिंदू महिजेि P (4,3) हा चिंदू होय. हा चिंदू कोितया िरिात आहे ?   
 चनरीक्ि करा.
(iv) तयािप्रमािे Q (-2,2) हा चिंदू स्ािन करा. हा चिंदू दुसऱया िरिात आला का ? याि चनददेशक िद् धतीरर  
 R(-3,-4), S(3,-1) हे चिंदू स्ािन करा.

उदा. खालील चिंदू कोितया िरिात चकंरा अक्ारर आहेत ते चलहा.
 (i) (5,3) (ii) (-2,4) (iii) (2,-5) (iv) (0,4)
 (v) (-3,0) (vi) (-2,2.5) (vii) (5,3.5) (viii) (-3.5,1.5) 
 (ix) (0, -4) (x) (2,-4 )
उकल ः  
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• चिंदूंचया सहचनददेशकांिे चनरीक्ि करा.
• सर्व चिंदूंिा y चनददेशक समान आहे हे लक्ात 

आले का ?
• सर्व चिंदू एकरेषीय अाहेत.
• ही रेषा कोितया अक्ाला समांतर आहे ?
• रेषा DA ररील प्रतयेक चिंदूिा y चनददेशक 

समान महिजे 4 आहे. तो ष्स्र आहे. महिून 
रेषा DA िे रि्वन y = 4 या समीकरिाने 
करतात. कोितयाही चिंदूिा y चनददेशक 4 
असेल तर तो चिंदू तया रेषेरर महिजे रेषा DA 
रर असेल.

 X अक्ाला 4 एकक अंतरारर समांतर 
असलेलया रेषेिे समीकरि y = 4 आहे. 

चला, चचा्म करूया.

• X अक्ाला समांतर र तयाचयािासून 6 एकक अंतरारर  X अक्ाचया खाली अशी रेषा काढता येईल का ?

• (-3,-6), (10,-6), ( 1
2

, -6) हे सर्व चिंदू तया रेषेरर असतील का ? 

• या रेषेिे समीकरि कोिते असेल ?

हे लक्ात ठेवूया.

 जर b > 0 असेल आचि y = b ही X अक्ाला समांतर असिारी (0, b) चिंदूतून जािारी रेषा काढली तर ती 
 रेषा X अक्ाला तयाचया ररचया िाजूला समांतर असेल आचि b < 0 असेल तर ती रेषा X अक्ाला तयाचया 

खालचया िाजूला समांतर असेल.

X अक्ाला समांतर असिाऱया रेषेिे समीकरि y = b या सररूिािे असते.

-4

-3

-2

-1
1

1

-1

2

-2

3

4

5

-4 20 3 4-3
X

Y

ABECD

आकृती 7.7

•
F

5

जाणून घेऊया.

  X -अक्ाला सिांतर रेषा (Lines parallel to X-axis)
• आलेख कागदारर खालील चिंदू स्ािन करा.
 A(5,4), B(2,4), C(-2,4), D(-4,4), E(0,4), F(3,4)
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-4

-3

-2

-1
0

P

T

R
Q

S

U

X

Y

1

1-1

2

-2

3

2 3-3-4

आकृती 7.8

• चिंदूंचया सहचनददेशकांिे चनरीक्ि करा.
• सर्व चिंदूंिा x चनददेशक समान आहे हे लक्ात आले 

का ?
• सर्व चिंदू एकरेषीय अाहेत का ?
• ही रेषा कोितया अक्ाला समांतर आहे ?
• रेषा PS ररील प्रतयेक चिंदूिा x चनददेशक समान 

महिजे -4 आहे. तो ष्स्र आहे. महिून रेषा PS 
िे रि्वन x = -4 या समीकरिाने करतात. जया 
चिंदूिा x चनददेशक -4 आहे तो प्रतयेक चिंदू रेषा PS 
रर असेल.

 Y अक्ाला तयाचया डारीकडे 4 एकक अंतरारर 
समांतर असलेलया रेषिेे समीकरि x = -4 आहे.  

जाणून घेऊया.

  Y-अक्ाला सिांतर रेषा (Lines parallel to Y-axis )
• आलेख कागदारर खालील चिंदू स्ािन करा.
 P(-4,3),      Q(-4,0),    R(-4,1), S(-4,-2),    T(-4,2),    U(-4,-3)

चला, चचा्म करूया.

• Y अक्ाला समांतर र तयाचयािासून 2 एकक अंतरारर उजरीकडे अशी रेषा काढता येईल का ?

• (2,10), (2,8), (2, - 1
2

) हे सर्व चिंदू या रेषेरर असतील का ? 

• या रेषेिे समीकरि कोिते असेल ?

हे लक्ात ठेवूया.

 जर x = a ही Y अक्ाला समांतर असिारी (a, 0) चिंदूतून जािारी रेषा काढली आचि a > 0 असेल तर ती 
रेषा Y अक्ाचया उजरीकडे असते. जर a < 0 असेल तर ती रेषा Y अक्ाचया डारीकडे असते.

Y अक्ाला समांतर असिाऱया रेषेिे समीकरि x = a या रूिात असते.
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(1) X-अक्ाररील प्रतयेक चिंदूिा y चनददेशक 0 असतो याउलट जया चिंदूिा y चनददेशक 0 असतो तो चिंदू   
  X-अक्ारर असतो,  महिून X अक्ािे समीकरि y = 0 असे चलचहतात.

(2) Y-अक्ाररील प्रतयेक चिंदूिा x चनददेशक 0 असतो याउलट जया चिंदूिा x चनददेशक 0 असतो तो चिंदू  
   Y-अक्ारर असतो, महिून Y अक्ािे समीकरि x = 0 असे चलचहतात.

उदा.  x = 2 आचि y = -3 या समीकरिांिे आलेख काढा.
उकल (i) आलेख कागदारर X अक् र Y अक् काढा.
 (ii) x = 2 चदले आहे महिून Y अक्ाचया उजरीकडे, 
  2  एकक अंतरारर Y अक्ाला समांतर रेषा काढा.
 (iii) y = -3 चदले आहे, महिून X अक्ाचया   
  खालचया िाजूला 3 एकक अंतरारर X अक्ाला  
  समांतर रेषा काढा.
 (iv)  अक्ांना समांतर काढलेलया या रेषा महिजे चदलेलया
  समीकरिािंे आलेख अाहेत.
 (v) या दोन रेषा एकमेकींना जे् े छेदतात तया P चिंदिूे
  चनददेशक चलहा.
 (vi) P िे चनददेशक (2,-3) आहेत का यािा िडताळा 
         घया.

कृती ः आलेख कागदारर (0,1) (1,3) (2,5) हे 
चिंदू स्ािन करा. ते एकरेषीय आहेत का हे 
तिासा, जर एकरेषीय असतील तर,  तयांतून 
जािारी रेषा काढा.

• ती रेषा कोिकोितया िरिांतून जाते ते िाहा.
• ती रेषा Y अक्ाला जया चिंदूत छेदते तया चिंदूिे 

चनददेशक चलहा.
• तया रेषेरर चतसऱया िरिातील कोिताही एक 

चिंदू दाखरा. तयािे चनददेशक चलहा.

आकृती 7.9

P-3

-2

-1

0
X

Y

1

1-1

2

-2

3

2 3-3

x 
= 

2
y = -3

-4

-6

-3

-2
-1

0 X

Y

1

1-1

2

-2

3

2 3-3

4

5 (2, 5)

(1, 3)

(0, 1)

आकृती 7.10

जाणून घेऊया.

  रेषीय सिीकरणाचा आलेख (Graph of linear equations)

  सािानयरूपातील रेषीय सिीकरणाचा आलेख

हे लक्ात ठेवूया.
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उदा. 2x - y + 1 = 0 हे एक दोन िलांतील सामानयरूिातील समीकरि आहे. या समीकरिािा आलेख काढू.
उकल ः 2x - y + 1 = 0 महिजिे y = 2x + 1
  x ला काही चकमती घेऊन र तयांररून y चया संगत चकमती काढू.
  उदाहरिा््व, जर  x = 0 ही चकंमत समीकरिात ठेरली तर  y = 1 ही चकंमत चमळते.
  याप्रमािे x चया 0, 1, 2,  1

2
, -2 या चकमती घेऊन y चया चकंमती काढू.

  या चकमती क्चमत जोडीचया रूिात सारिीत चलहू.

x 0 1 2
1
2 -2

y 1 3 5 2 -3

(x, y) (0,1) (1,3) (2,5) ( 1
2

, 2) (-2,-3)

 हे चिंदू स्ािन करू. स्ािन केलेले चिंदू एकरेषीय आहेत यािी खात्री करू. तया सर्व चिंदूंतून जािारी रेषा काढू. 
ही रेषा महिजिे 2x - y + 1 = 0 या समीकरिािा आलेख आहे. 

ICT Tools or Links

  Geogebra Software चया मदतीने X-अक्, Y-अक् काढा. चरचरध चिंदू स्ािन करा.  
Algebric View मधये चिंदूंिे चनददेशक िाहा र अभयासा. अक्ांना समांतर असिाऱया रेषािंी समीकरिे िाहा. 
Move Option िा उियोग करून रेषांिी स्ाने िदलत राहा. X-अक्ािे र Y-अक्ािे समीकरि कोिते 
येत े? 

सरावसंच  7.2

1. आलेख कागदारर A (3,0), B(3,3), C(0,3) हे चिंदू स्ािन करा. AB र BC जोडा. कोिती आकृती  
 चमळते ते चलहा.

2. Y-अक्ाला समांतर आचि तया अक्ाचया डारीकडील 7 एकक अंतराररील रेषेिे समीकरि चलहा.

3. X-अक्ाला समांतर आचि तया अक्ाचया खाली 5 एकक अंतरारर असलेलया रेषेिे समीकरि चलहा.

4. Q(-3,-2) हा चिंदू Y-अक्ाला समांतर असिाऱया रेषेरर आहे. तया रेषेिे समीकरि चलहा र तयािा आलेख 
 काढा.
5. Y-अक् आचि रेषा x = -4 या समांतर रेषा आहेत, तर या दोन रेषांमधील अंतर चकती आहे ?
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6. खालीलिैकी कोितया समीकरिांिे आलेख X अक्ाला समांतर आहेत र कोितया समीकरिांिे आलेख 
Y अक्ाला समांतर आहेत ते चलहा.

 (i) x = 3  (ii) y - 2 = 0 (iii) x + 6 = 0 (iv) y = -5

7. आलेखकागदारर A(2,3), B(6,-1) आचि C(0,5) हे चिंदू स्ािन  करा. जर हे चिंदू एकरेषीय असतील तर 
तयांना सामारिारी रेषा काढा. ही रेषा X अक् र Y अक् यांना जया चिंदूंत छेदते तया चिंदूंिे चनददेशक चलहा.  

8. खालील समीकरिांिे आलेख एकाि चनददेशक िद् धतीरर काढा. तयांचया छेदनचिंदूंिे  चनददेशक चलहा. 
 x + 4 = 0,  y- 1 =0,  2x + 3 = 0, 3y - 15 =0 

9. खालील समीकरिांिे आलेख काढा.

 (i) x + y = 2 (ii) 3x - y = 0 (iii) 2x + y = 1

संकीण्म प्रशनसंग्रह 7

1. खालील िहुिया्वयी प्रशनांचया चदलेलया उततरांिैकी अिूक िया्वय चनरडा.

 (i) X अक्ाररील कोिताही चिंदू खालीलिैकी कोितया रूिात असतो ?

  (A) (b, b)     (B) (0, b)     (C) (a, 0)     (D) (a, a)

 (ii) रेषा y = x या रेषेररील प्रतयेक चिंदूिे चनददेशक खालीलिैकी कोितया रूिात असतील ?

  (A) (a, a)     (B) (0, a)     (C) (a, 0)     (D) (a,- a)

 (iii) X अक्ािे समीकरि खालीलिैकी कोिते ?

  (A) x = 0      (B) y = 0       (C) x + y = 0     (D) x = y

 (iv) (-4, -3) हा चिंदू कोितया िरिात असेल ?

  (A) िचहलया     (B) दुसऱया     (C) चतसऱया     (D) िौरया     

 (v) (-5,5), (6,5), (-3,5), (0,5) या चिंदूंना सामारिाऱया रेषेिे सररूि कसे असेल ?

  (A) आरंभचिंदूतून जािारी     (B) Y अक्ाला समांतर     

  (C) X अक्ाला समांतर (D) यांिैकी कोितेही नाही. 

 (vi) P(-1,1), Q(3,-4), R(1,-1), S(-2,-3), T(-4,4) यांिैकी िौरया िरिातील चिंदू कोिते ?

  (A) P आचि T     (B) Q आचि R     (C) िक्त S     (D) P आचि R
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2. आकृतीत काही चिंदू दाखरले आहेत. 

 खालील प्रशनांिी उततरे चलहा. 

 (i) Q आचि R या चिंदूंिे चनददेशक चलहा.

 (ii) T र M चिंदूंिे चनददेशक चलहा.

 (iii) चतसऱया िरिात कोिता चिंदू आहे ?

 (iv) कोितया चिंदूिे x आचि y चनददेशक समान
  आहेत ?

3. खालील चिंदू आलेखारर स्ािन न करता ते कोितया िरिात चकंरा अक्ारर असतील हे चलहा.
 (i) (5, -3)  (ii) (-7, -12)  (iii) (-23, 4) 
 (iv) (-9, 5)  (v)  (0, -3)  (vi) (-6, 0)

4. खालील चिंदू आलेख कागदारर स्ािन करा.
 A(1,3), B(-3,-1), C(1,-4), D(-2,3), E(0,-8), F(1,0)

5. शेजारील आलेखात रेषा LM ही Y अक्ाला 
 समांतर रेषा आहे.
 (i) रेषा LM िे Y अक्ािासूनिे अंतर चकती ?
 (ii) P, Q, R या चिंदूंिे सहचनददेशक चलहा.
 (iii) चिंदू L आचि M यांचया x चनददेशकांतील
  िरक चकती ?

6. X- अक्ाला समांतर आचि X-अक्ािासून 5 एकक अंतरारर चकती रेषा आहेत ? तयांिी समीकरिे चलहा.
7*. कोितीही रासतर संखया a ही घेऊन Y-अक् आचि x = a या रेषेमधील अंतर ठररा.

qqq

-3

-2

-1
0 X

R

M

P

Q

S

T

Y

1

1-1

2

-2

3

2 3 4-3-4

आकृती 7.11

आकृती 7.12

0 X
1-1-2 2 3-3-4

-4

-3

-2

-1

Y
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P

R

M

Q
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8 मरिकोणमिती

मरिकोणमितीची ओळख(Introduction to trigonometry)

आिि जचमनीररील अंतरे दोरीने, िालत जाऊन मोजू शकतो, िरंतु समुद्रातील जहाजािे दीिसतंभािासूनिे अंतर 
कसे मोजत असतील? झाडािी उंिी कशी मोजायिी ? 

ररील चित्रांिे चनरीक्ि करा. चित्रातील प्रशन गचिताशी चनगचडत अाहेत. या प्रशनांिी उततरे चमळरणयासाठी गचित 
चरषयाचया चत्रकोिचमती या शाखिेा उियोग होतो. चत्रकोिचमतीिा उियोग अचभयांचत्रकी, खगोलशासत्र, नौकाशासत्र 
इतयादी शाखांमधयहेी केला जातो.

चत्रकोिचमती (Trigonometry) हा शबद तीन ग्ीक शबदांिासून तयार झाला आहे. Tri महिजे तीन,  
gona महिजे िाजू, metron महिजे मोजमाि.

आिि चत्रकोिािा अभयास केला आहे. काटकोन चत्रकोि, िाय्ागोरसिे प्रमेय आचि समरूि चत्रकोिांिे गुिधम्व 
यांचया आधारे चत्रकोिचमती चरषयािी सुरुरात होते. 
तयांिी उजळिी करू.
• D	ABC मधये ÐB हा काटकोन आहे तर ÐB या 

काटकोनासमोरील िाजू AC ही कि्व आहे.
 ÐA  समोरील िाजू BC आहे, ÐC समोरील िाजू 

AB आहे. 
या चत्रकोिाचया संदभा्वत िाय्ागोरसचया प्रमेयािे चरधान 

(AB)2 + (BC)2 = (AC)2

उंिी कशी 
मोजायिी?

या झाडािी उिंी 
चकती असेल?

A

B C
आकृती 8.1

•	 चत्रकोिचमतीिी ओळख
•	 चत्रकोिचमतीय गुिोततरे

•	 चत्रकोिचमतीय गुिोततरातील संिंध
•	 चरचशटि कोनािी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे

ते जहाज चकनाऱयािासून 
चकती दूर असेल?

जरा आठवूया.

चला, मिकूया.
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·	 जर	D ABC ~ D PQR	तर	त्यांच्य	सांगत	बयजू	

प्रमयणयत		असतयत,	म्हणज	े AB
PQ

BC
QR

AC
PR

= =

एखयद्य	मयेठ्य	झयडयची	उांची	मोजय्ची	असेल	तर	समरूप	त्रिकोणयांच्य	गुणधमयमाचय	उप्ोग	करून	ती	कशी	
कयढतय	्ेते	ते	पयहू.

 कृती ः	 ्हय	प्र्ोग	त्िवसय	चयांगले	ऊन	असेल	तेव्हय	करतय	्ेतो.	शेजयरील	आकृती	पय्हय.
	 	 QR	्ही	झयडयची	उांची	आ्हे.	BC	्ही	एकय	कयठीची	उांची	आ्हे.

ल्हयन	 कयठी	 जत्मनीत	 उभी	 रोवून	 त्तची	
उांची	व	त्तच्य	सयवलीची	लयांबी	मोजय.	झयडयच्य	
सयवलीची	 	लयांबी	 मोजय.	सू्यमाचे	 त्करण	समयांतर	
असल्यमुळे	D PQR	व	D ABC	्ेह	समकोन	
म्हणजेच	 समरूप	 त्रिकोण	 आ्हेत,	 ्हे	 जयणून	
घ्य.	समकोन	त्रिकोणयांच्य	सांगत	बयजू	प्रमयणयत	

असतयत	 ्यचय	 उप्ोग	 करून	 QR
PR

BC
AC

=  

त्मळते.	म्हणून	झयडयची	उांची		

 QR = BC
AC

PR× 	्ेह	समीकरण	त्मळते.

PR,	BC	व	AC	आपल्यलय	मय्हीत	आ्हेत.	्य	त्कमती	समीकरणयत	घयलून	QR	ची	लयांबी,	म्हणजेच	
झयडयची	उांची	ठरवतय	्ेते.	

आकृती	8.2

A

B C Q

P

R

 कृती ः	 वरील	कृती	करून	तुम्ही	सवतः	पररसरयतील	उांच	झयडयची	उांची	कयढय.	
	 पररसरयत	झयड	नसेल	तर	एखयद्य	खयांबयची	उांची	कयढय.	

आकृती	8.4

त्िव्यचय
खयांब कयठी

्हय	प्र्ोग	सकयळी	8	वयजतय	न	करतय	िुपयरी	11ः30	त्कंवय	1ः30	लय	करणे	सो्ीच	ेआ्हे.	ते	कय?

B

A CP

Q

R

क
यठी

आकृती	8.3

विचार करूया

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



102

काटकोन D	ABC मधये, ÐB = 90° अाहे तर ÐA र ÐC हे लघुकोन आहेत.

उदा.

ÐP समोरील िाजू = . .  . ÐP लगतिी िाजू = . . . .
ÐR समोरील िाजू = . . . ÐR लगतिी िाजू = . . . . 

C

BA ¯
ÐA लगतिी भुजा

ÐA िी संमुख भुजा¯कि्व

आकृती 8.5

ÐC लगतिी भुजा

ÐC िी संमुख भुजा
¯

¯कि्व

A B

C

आकृती 8.6

A

E

B C F

P

Q

आकृती 8.8

आकृती 8.7 RQ

P

  मरिकोणाचया संदभा्मतील काही संज्ा (Terms related to triangle)

काटकोन D	PQR मधये 

  मरिकोणमितीय गुणोततरे (Trigonometic ratios)

शेजारील आकृती 8.8 मधये काही काटकोन चत्रकोि 
दाखरले आहेत. तयांिा ÐB हा सामाईक कोन आहे. 
तयामुळे हे सर्व काटकोन चत्रकोि समरूि आहेत.
ये्े D	PQB ~	D	ACB आहे.
\	 PB

AB
PQ
AC

BQ
BC

= =

 
PQ
AC

PB
AB

=   \ PQ
PB

AC
AB

=   . . . . .  एकांतर चक्या

 QB
BC

PB
AB

=   \ 
QB
PB

BC
AB

=  . . . . .  एकांतर चक्या

जाणून घेऊया.
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PQ
PB  र 

AC
AB ही गुिोततरे समान आहेत.

  PQ
PB

 = AC
AB

 = 
ÐB चया समोरील िाजू

कि्व
      

     या गिुोततराला B या कोनािे साइन (sine) गिुोततर असे महितात. हे गिुोततर ्ोडकयात sinB असे चलचहतात.
(ii)    D	PQB र D	ACB मधये 

     BQ
PB

 = 
ÐB	चया लगतिी िाजू

कि्व
 आचि BC

AB
 =  

ÐB चया लगतिी िाजू

कि्व

     BQ
PB

 = BC
AB

 = 
ÐB	चया लगतिी िाजू 

कि्व
    या गिुोततराला कोन B िे कोसाईन (cosine) गुिोततर असे महितात. हे गुिोततर ्ोडकयात cosB असे 
चलचहतात.

(iii) PQ
BQ

AC
BC

= =  
ÐB चया समाेरील िाजू

ÐB चया लगतिी िाजू

   या गिुोततराला कोन B िे टटँजंट (tangent) गिुोततर असे महितात. हे गिुोततर ्ोडकयात tanB असे चलचहतात.
उदा. 

ÐB चया समोरील िाजू

कि्व

D	PQB मधये,

PQ
PB

 = 

D	ACB मधये,

AC
AB

 = 
ÐB चया समोरील िाजू

कि्व

ÐB समोरील िाजू

C
q

B

A

आकृती 8.11

काही रेळा काटकोन चत्रकोिाचया लघुकोनािंी मािे  q(्ीटा),
a	 (अलिा), b (िीटा) इतयादी ग्ीक अक्रांनी दश्वरतात. 
सोितचया आकृतीत, D ABC चया C या लघुकोनािे माि q 
या अक्राने दाखरले आहे. अशारेळी sinC, cosC, tanC ही 
गुिोततरे अनुक्मे sinq, cosq, tan q अशीही चलचहतात. 

खालील आकृतया 8.9 आचि 8.10 या आकृती 8.8 मधून रेगळ्ा केलेलया चत्रकोिांचया आहेत.

आकृती 8.9

P

QB
ÐB लगतिी िाजू

¯

¯ ÐB समोरील िाजूकि्व

आकृती 8.10

A

C
ÐB लगतिी िाजू

¯

¯

B

कि्व

(i)
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शेजारील आकृती 8.12 मधये D	PQR िा ÐR हा 
काटकोन आहे तर खालील गिुोततरे चलहा.
(i) sin P (ii) cos Q (iii) tan P (iv) tan Q

1.

2.

3.

आकृती 8.13 मधये D	XYZ  हा काटकोन चत्रकोि 
आहे. ÐXYZ = 90° आहे. िाजूंिी लांिी a,b,c 
अशी चदली आहे. याररून खालील गुिोततरे चलहा.
(i) sin X (ii) tan Z (iii) cos X (iv) tan X

काटकोन D LMN मधये, ÐLMN = 90° 
ÐL = 50° आचि ÐN = 40° आहे.  
याररून खालील गुिोततरे चलहा.
(i) sin 50°  (ii) cos 50°
(iii) tan 40°  (iv) cos 40°

P

Q

R

आकृती 8.12

सरारसंि 8.1

चदलेलया आकृतीमधये ÐPQR = 90°,
ÐPQS = 90°, ÐPRQ = a र ÐQPS =  q तर 
खालील चत्रकोिचमतीय  गुिोततरे चलहा.
(i) sin a, cos a, tan a 
(ii) sin q, cos q, tan q

4.

 sin C = sin q	= AB
AC

 , cos C = cos q	= BC
AC

 , tan C = tan q	= AB
BC

हे लक्ात ठेवूया.

•	 sin गिुोततर  =  
कोनासमोरील िाजू

कि्व

•		cos गिुोततर = 
कोनालगतिी िाजू

कि्व

•		tan गुिोततर = 
कोनासमोरील िाजू

कोनालगतिी िाजू

आकृती 8.13

XY

Z

a

b

c

आकृती 8.14

L

M N

50°

40°

आकृती 8.15

P

QR S

q

a
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आकृती 8.16 मधये,
D	PMN हा काटकोन चत्रकोि आहे.
mÐM = 90°, ÐP र ÐN हे िरसिरांिे कोचटकोन 
आहेत. 
\	जर mÐN = q	तर mÐP = 90 - q

sin q	=  PM
PN

 ........(1)

cos q	=  NM
PN

 .......(2)

tan q	= PM
NM

 ........(3)

sin(90 - q) = NM
PN

 ........(4)

cos (90 - q) = PM
PN

 .......(5)

tan (90 - q) = NM
PM

 ........(6)

जाणून घेऊया.

  मरिकोणमितीय गुणोततरांिधील संबंध (Relations among trigonometric ratios)

 \	sin q	= cos (90 - q) ........ (1) र (5) ररून
      cos q	= sin(90 - q) ........ (2) र (4) ररून

 आता हेही लक्ात घयाः tan q	´	tan (90 - q) = PM
NM

 ´	 NM
PM

	 ........ (3) र (6) ररून

	 	 	 			\		tan q	´	tan (90 - q) = 1

 तसेि sin q
cos q

 = 

PM
PN
NM
PN

 = PM
PN

 ´	 PN
NM

	=	 PM
NM

	=	tan q

हे लक्ात ठेवूया.

cos (90 - q) = sin q,										sin(90 - q) = cos q	
sin q
cos q

 = tan q,		 															tan q	´	tan (90 - q) = 1

आकृती 8.16

P

MN
q

(90- q)°
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* अमधक िामहतीसाठी 

 1
sin q

 = cosec q,		 1
cos q

 = sec q,			 1
tan q

 = cot q  

महिजेि cosec q,	sec q आचि cot q	ही अनुक्मे	sin q,	cos q	आचि	
tan q	यांिी वयसत गुिोततरे आहेत.

•	sec q	= cosec (90 - q) •	cosec q	= sec (90 - q)

•	tan q	= cot (90 - q) •	cot q	= tan (90 - q)

30°- 60°-90° िापाचया मरिकोणाचा गुणधि्म
एखाद्या चत्रकोिाचया कोनांिी मािे 30°,60°, 90° असतील तर आिलयाला माहीत आहे की, 30° कोनासमोरील 

िाजू किा्वचया चनममी असते आचि 60 ° कोनासमोरील िाजू किा्वचया लांिीचया 3
2

 िट असते.

शेजारील आकृतीमधये, काटकोन D ABC मधये 
ÐC = 30°, ÐA = 60°, ÐB = 90° आहे.

\ AB = 1
2

AC आचि BC = 3
2

AC 

काटकोन D PQR मधये जर ÐR = 30°, 
ÐP = 60°, ÐQ = 90° आचि समजा PQ = a 

तर  PQ = 1
2

 PR

        a = 1
2

 PR

\	PR = 2a

QR = 3
2

PR

QR = 3
2

 ´	2a

QR = 3 a

\	जर  PQ = a तर PR = 2a आचि QR = 3 a

30°

60°

A

BC
आकृती 8.17

आकृती 8.18

a
2a

3 a
30°

60°

P

Q R

  30° व 60° या कोनांची मरिकोणमितीय गुणोततरे (Trignometric ratios of 30° and 60°angles)

जाणून घेऊया.

जरा आठवूया.
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(I) 30° मािाचया कोनािी चत्रकोिचमतीय गिुोततरे.

sin 30° = PQ
PR

a
a

= =
2

1
2

cos 30° = QR
PR

a
a

= =
3

2
3

2

tan 30° = PQ
QR

a
a

= =
3

1
3

sin q	= cos(90-q) 
sin 30° = cos (90°- 30°) = cos 60°
sin 30° = cos 60°

cos q	= sin(90 -q)
cos 30° = sin (90°- 30°) = sin 60°
cos 30°= sin 60°

(II) 60° मािाचया कोनािी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे.

sin 60°  = QR
PR

= 
3 a

2a = 
3

2

cos 60° = PQ
PR

= a
2a = 1

2

tan 60° = QR
PQ

= 
3 a
a = 3

 काटकोन D	PQR मधये ÐQ = 90° चदला आहे. ÐP र ÐR हे िरसिरांिे कोचटकोन आहेत, महिून 
कोचटकोनाचया साइन  र कोसाइन  या गुिोततरांमधील संिंध ये्े िडताळून िाहा.

काटकोन D	ABC मधये ÐB= 90°, ÐA =45°, 
ÐC = 45° \ हा समद ्चरभुज काटकोन चत्रकोि 
आहे. समजा, AB = a  तर BC = a 
िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून AC िी लांिी काढू.
    AC2 = AB2 + BC2 
           = a2 + a2 
    AC2 = 2a2

\	AC = 2 aआकृती 8.19

A

B C

a

45°

a2

45°
a

हे लक्ात ठेवूया.

sin 30° = 1
2 cos 30° = 3

2
tan 30° = 1

3

sin 60° = 3
2

cos 60° = 1
2

tan 60° = 3

 
(III) 45° मािाचया कोनािी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे.
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sin 45° = 1
2

,  cos 45° = 1
2

,  tan 45° = 1

मागील आकृती 8.19 मधये ÐC = 45° आहे. 

     sin 45°  = AB
AC

= a
2 a

= 1
2

   tan 45° = AB
BC

= 
a
a

= 1

     cos 45°  = BC
AC

= 
a
2 a = 1

2

हे लक्ात ठेवूया.

(IV) 0° व 90° मापांचया कोनांची लरिकोिलमतीय गुिोततरे

आकृती 8.20

A 

C C CB B B 

A 

A 

काटकोन D	ACB मधये ÐC = 90° आलि ÐB = 30° आहे. sin 30° = 
AC
AB हे आपलयाला माहीत आहे. 

AB ची लांबी स्थिर ठेवून, ÐB चे माप जसेजसे कमी होते तशीतशी ÐB समोरील बाजू AC ची लांबी कमी होते 
महिून ÐB चे माप कमी झाले की sin q	ची लकंमत कमी होते. 
 \	ÐB चे माप 0° होईल तेवहा AC ची लांबी ही 0 होईल.

	 \	sin 0° = AB
AC

AB
0= 	 	 \	sin 0° = 0

आकृती 8.21
B C

85°

B B CC
30° 70°

A 

A A 
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आता आकृती 8.21 िाहा. या काटकोन चत्रकोिात ÐB िे माि जसजसे राढत जाते तसतसे AC िी लांिी राढताना 
चदसते. ÐBिे माि जर 90° झाले तर AC ही AB एरढी होईल.

 \	sin 90° = AC
AB

  \	sin 90° = 1

आिि कोचटकोनािी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे िाचहली आहेत.

        sin q	= cos (90 - q) आचि cos q	= sin (90 - q)

  \	cos 0° = sin (90 - 0)° = sin 90° = 1

  आचि	cos 90° = sin (90 - 90)° = sin 0°= 0

sin 0° = 0,   sin 90° = 1,  cos 0° = 1,  cos 90° = 0

गुिोततरे कोनांिी मािे

 आिलयाला माहीत अाहे की,

 tan q	= sin q
cos q

    \tan 0	= sin 0
cos 0

 = 0
1

 = 0

 िरंतु tan 90°	= 
sin 90°
cos 90°  = 1

0
  

 िरंतु 1
0

 हा भागाकार करता येत नाही. q	लघुकोन असून तो मोठा होत होत 90° चया जरळ जाऊ

 लागतो, तसा tan q	अचनिांधििे मोठा होत जातो. िरंतु tan 90 िी चकंमत ठररता येत नाही. 

हे लक्ात ठेवूया.

चरचशटि मािाचया कोनांिी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे

0° 30° 45° 60° 90°

sin 0
1
2

1
2

3
2

1

cos 1 3
2

1
2

1
2 0

tan 0
1
3

1 3 ठररता येत नाही

हे लक्ात ठेवूया.
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साेडवलेली उदाहरणे

उदा (1) चकंमत काढा ः 2tan 45° + cos 30° - sin 60°
उकल ः 2tan 45° + cos 30° - sin 60°

  = 2 ´	1	+	 3
2
	-	 3

2
	 	 = 2 + 0

  = 2

उदा (2) चकंमत काढा. 34°
56°

sin
cos

उकल ः 56° + 34° = 90° महिजे 56 र 34 ही कोचटकोनािंी मािे आहेत.
  sin q	= cos (90- q)
 \				sin 34°	= cos (90- 34)° = cos 56°
 \				 cos

sin
cos
cos

56
34

56
56

1°
°

=
°
°

=

उदा (3) काटकोन D	ACB मधये जर ÐC = 90°, AC = 3, BC = 4 तर 
 ÐA र ÐB िी खालील चत्रकािचमतीय गुिोततरे काढा.
 sin A, sin B, cos A, tan B
उकलः काटकोन D	ACB मधये िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून,
 AB2= AC2 +BC2

       = 32 + 42

       = 52

         AB  = 5
 sin A = BC

AB
 = 4

5
    cos A = AC

AB
 = 3

5
 

 sin B = AC
AB

 = 
3
5     tan B = 

AC
BC  = 3

4

उदा (4) काटकोन D	PQR मधये ÐQ = 90°, ÐR= q  आचि जर
 sin q	= 5

13
 तर cos q, tan q काढा.

उकल ः

A 

B C

3

4
आकृती 8.22

q

P

Q R
आकृती 8.23

काटकोन D	PQR मधये ÐR= q
     sin q	= 5

13
 

\	 PQ
PR

 = 5
13
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P

Q R
q

5k
13k

12k

आकृती 8.24

\	PQ = 5k आचि PR = 13k मानू. 

िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून QR काढू.

PQ2 + QR2 = PR2

(5k)2 + QR2 = (13k)2

25k2 + QR2 = 169 k2

 QR2 = 169 k2 - 25k2

 QR2 = 144 k2

 QR = 12k

आता काटकोन D PQR मधये PQ = 5k आचि PR = 13k, QR = 12k

cos q	= QR
PR

k
k

= =
12
13

12
13

 , tan q	= PQ
QR

k
k

= =
5

12
5

12

मवचार करूया

(1) ररील उदाहरि सोडरताना PQ आचि PR या िाजूंिी लांिी 5k आचि 13k का घेतली आहे?

(2) PQ आचि PR िी लांिी अनुक्मे 5 आचि 13 घेता येईल का? घेता येत असलयास लेखनात काही िदल  
 करारा लागेल का? 

मरिकोणमितीिधील िहत्वाचे सिीकरण

P

Q R
q

आकृती 8.25

D	PQR हा काटकोन चत्रकोि आहे 
ÐPQR = 90°, ÐR= q मानू.

sin q = PQ
PR

 ..........(1)

cos q	= QR
PR

 ..........(2)

िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून
PQ2 + QR2 = PR2

\	 PQ
PR

QR
PR

PR
PR

2

2

2

2

2

2+ = .... प्रतयेक िदाला 
   PR2 ने भागले

\	 PQ
PR

QR
PR







 + 






 =

2 2

1

\	(sin q)2 + (cos q)2 = 1.... (1) र (2)  
      ररून
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हे लक्ात ठेवूया.

(sin q)2 महिजे sin q	िा रग्व, हा sin2 q	असा चलचहतात.
sin2 q + cos2 q = 1 हे समीकरि आिि िाय्ागोरसिे प्रमेय रािरून q	हा एक लघुकोन असिाऱया 

काटकोन चत्रकोिाचया साहाययाने चसद् ध केले.  q	= 0° चकंरा q	= 90°  असेल तरीही हे समीकरि सतय असते 
यािा िडताळा घया. 

sin2 q + cos2 q = 1 हे समीकरि कोितयाही मािाचया कोनासाठी सतय असलयामुळे तयाला चत्रकोिचमतीतील 
मूलभूत चनतय समानता महितात.

(i) 0 £	sin q £	1, 0 £	sin2 q £	1   (ii) 0 £	cos q £	1, 0 £	cos2 q £	1

सरावसंच 8.2

1. खालील सारिीत प्रतयेक सतंभात एक गुिोततर चदले आहे. तयाररून इतर दोन गिुोततरे काढा आचि ररकामया  
 जागा भरा.

sin q
11
61

1
2

3
5

cos q
35
37

1
3

tan q 1
21
20

8
15

1
2 2

2. चकमती काढा.

 (i) 5 30 3 45sin tan° + °    (ii) 4
5

60 3 602 2tan sin° + °  

 (iii) 2 30 0 3 90sin cos sin° + ° + °    (iv) tan
sin cos

60
60 60+

 

 (v) cos sin2 245 30° + °    (vi) cos cos sin sin60 30 60 30°× ° + °× °

3. जर sin q	= 4
5

 तर cos q काढा.

4. जर cos q	= 15
17

 तर sin q काढा.
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संकीण्म प्रशनसंग्रह 8

1. खालील िहुिया्वयी प्रशनांचया उततरािा अिूक िया्वय चनरडा.
 (i) खालीलिैकी कोिते चरधान सतय आहे.
  (A) sin q	= cos (90- q)   (B) cos q	= tan (90- q) 
  (C) sin q	= tan (90- q)   (D) tan q	= tan (90- q)
 (ii) sin 90° िी चकंमत खालीलिैकी कोिती ?

  (A) 3
2

  (B) 0   (C) 1
2

   (D) 1

 (iii) 2 tan 45° + cos 45° - sin 45° = चकती ?
  (A) 0   (B) 1  (C) 2  (D) 3

 (iv) cos
sin

28
62

°
°

=  चकती ?

  (A) 2  (B) -1 (C) 0  (D) 1

2. काटकोन D	TSU मधये TS = 5, ÐS = 90°, 
 SU = 12 तर sin T, cos T, tan T काढा. 
 तसेि sin U, cos U, tan U काढा.

3. काटकोन D	YXZ मधये, ÐX = 90°, XZ = 8 सेमी,
 YZ = 17 सेमी तर sin Y, cos Y, tan Y, 
 sin Z, cos Z, tan Z काढा.

4. काटकोन D	LMN मधये ÐN = q, ÐM = 90°,
 cos q  = 25

24  तर sin q	आचि tan q	ही गुिोततरे काढा, 

 तसेि (sin2 q)  र  (cos2 q) िी चकंमत काढा.

5. गाळलेलया जागा भरा. 
 (i) sin20° = cos °   

 (ii) tan30° ́ tan ° =1  

 (iii) cos40° = sin °    

qqq

आकृती 8.27

X Y

Z

8 17

L

M Nआकृती 8.28

आकृती 8.26

T

US
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9 पृष्ठफळ व घनफळ

आिि मागील इयततेत इष्टिकाचिती, घन, रृततचिती या घनाकृतींिे िृष्ठिळ र घनिळ कसे काढतात हे 
अभयासले आहे.

• इष्टिकाचितीिी लांिी, रुंदी र उंिी अनकु्मे l , b, h असेल तर, 
 (i) इष्टिकाचितीचया उभया िृष्ठांिे क्ेत्रिळ = 2(l + b) ´	h
  ये् े इष्टिकाचितीचया उभया 4 िृष्ठांिे क्ेत्रिळ चरिारात  

 घेतले आहे. 
 (ii) इष्टिकाचितीिे एकूि िृष्ठिळ = 2(lb + bh + lh)
  ये्े इष्टिकाचितीचया सहा िृष्ठांिे के्त्रिळ चरिारात  घेतले  

 आहे. 
 (iii) इष्टिकाचितीिे घनिळ = l ´	b ´	h

• घनािी कड (edge) l असलयास
 (i) घनािे एकूि िृष्ठिळ = 6l 2
 (ii) घनािे उभे िृष्ठिळ = 4l 2
 (iii) घनािे घनिळ = l 3

• रृततचितीचया तळािी चत्रजया r र उंिी h असलयास
 (i) रृततचितीिे रक्िृष्ठिळ = 2prh
 (ii) रृततचितीिे एकूि िृष्ठिळ = 2pr(r + h)
 (iii) रृततचितीिे घनिळ = pr2h

•	 शंकूिे िृष्ठिळ
•	 शंकूिे घनिळ

•	 गोलािे िृष्ठिळ
•	 गोलािे घनिळ

इष्टिकाचिती

घन

रृततचिती

आकृती 9.1

h

l b

आकृती 9.2

l

आकृती 9.3

h

r

चला, मिकूया.

जरा आठवूया.
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सोितिी 9.4 ही आकृती शंकूिी आहे. शंकूचया तळािा केंद्रचिंदू O 
आचि शंकूिा चशरोचिंदू A आहे. रेख OA हा चत्रजया OB ला लंि 
आहे. महिजे AO ही शंकिूी लंिउंिी (h) आहे. AB ही शंकिूी 
चतरकस उंिी (l) आहे. 
D	AOB काटकोन चत्रकोि आहे. 
\	िाय्ागोरसचया प्रमेयानुसार
 AB 2 = AO 2 + OB 2

 \l 2 = h 2 + r 2

महिजेि, (मतरकस उंची)2 = (लंब उंची)2 + (तळाची मरिजया)2

आकृती 9.4

A

h l

rO B

सरावसंच 9.1

1. एका इष्टिकाचिती आकाराचया औषधाचया खोकयािी लांिी, रुंदी र उंिी अनुक्मे 20 सेमी, 12 सेमी र 
 10 सेमी आहे तर या खोकयाचया उभया िृष्ठांिे क्ेत्रिळ र एकूि िृष्ठिळ काढा.
2. एका इष्टिकाचिती आकाराचया खोकयािे एकूि िृष्ठिळ 500 िौ एकक आहे. चतिी रुंदी र उंिी अनुक्मे 6  

र 5 एकक आहे, तर तया खोकयािी लांिी चकती असेल ?
3. एका घनाकृतीिी िाजू 4.5 सेमी आहे, या घनाकृतीचया उभया िृष्ठांिे क्ेत्रिळ र एकूि िृष्ठिळ काढा.
4. एका घनािे एकूि िृष्ठिळ 5400 िौसेमी आहे तर तया घनाचया उभया िृष्ठांिे क्ेत्रिळ काढा.
5. एका इष्टिकाचितीिे घनिळ 34.50 घन मी असून चतिी रुंदी र उंिी अनकु्मे 1.5 मी र 1.15 मी आहे तर
 तया इष्टिकाचितीिी लांिी काढा.
6. 7.5 सेमी कडा असलेलया घनािे घनिळ चकती ?
7. एका रृततचितीचया तळािी चत्रजया 20 सेमी र उंिी 13 सेमी आहे तर तया रृततचितीिे रक्िृष्ठिळ र एकूि
 िृष्ठिळ काढा. (p	= 3.14 घया.)
8. रृततचितीिे रक्िृष्ठिळ 1980 सेमी2 असून तळािी चत्रजया 15 सेमी असलयास तया रृततचितीिी उंिी काढा. 
 (p	= 

22
7  घया.)

जाणून घेऊया.

  िंकूिी संबंमधत संज्ा व तयांचा परसपर संबंध (Terms related with a cone and their relation)

  िंकूचे पृष्ठफळ (Surface area of a cone)

 शंकूला दोन िृष्ठे असतात. (i) रतु्वळाकार तळ    (ii) रक्िृष्ठ
 यांिैकी रतु्वळाचया क्ेत्रिळाचया सूत्राररून शंकूचया तळािे क्ेत्रिळ काढता येईल.
 शंकूचया रक्िृष्ठािे क्ेत्रिळ काढणयािे सूत्र कसे काढता येईल ?
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 शंकू    रक्िृष्ठािी घडि           घडिीिे तुकडे
आकृती 9.6 आकृती 9.7 आकृती 9.8

l l
l l

 तयासाठी शंकूचया रक्िृष्ठािी घडि िाहू.

आकृती 9.4 मधील शंकू तयाचया AB या चतरकस 
उंिीरर कािून उलगडला, की तयािी घडि सोितचया 
आकृती 9.5 प्रमािे चमळते. या आकृतीला रतु्वळिाकळी 
असे नार आहे.

आकृती 9.4 आचि आकृती 9.5 यािंी तुलना करा. 
तयाररून िुढील िािी तुमचया लक्ात आलया का ?आकृती 9.5

A

BD

C

(i)रतु्वळिाकळीिी चत्रजया AB ही शंकूचया चतरकस उंिीएरढी आहे.
(ii) रतु्वळिाकळीिा कंस BCD हे शंकूचया तळाचया िररघािेि रूिांतर आहे.
(iii) शंकूचया रक्िृष्ठािे क्ेत्रिळ = A-BCD या रतु्वळिाकळीिे क्ेत्रिळ

याररून, शंकूचया रक्िृष्ठािे क्ेत्रिळ काढणयासाठी तयाचया घडिीिे, महिजेि रतु्वळिाकळीिे क्ेत्रिळ 
काढारे लागेल. हे के्त्रिळ कसे काढता येते, हे िुढील कृतीतून समजून घया. 

 कृती  शंकूचया घडिीिा चरिार करू.

 तळािा िरीघ = 2pr
 एका रक्िृष्ठािे आकृती 9.8 मधये दाखरलयाप्रमािे 
शकय तेरढे लहान तुकडे करा. ते आकृती 9.9 मधये दाखरलयाप्रमािे 
एकमेकांना जोडा.
शंकूचया रक्िृष्ठािे तुकडे अशा प्रकारे जोडलयामुळे �ABCD हा 
जरळिास आयत झाला आहे.
AB र CD िी एकिू लािंी ही 2pr आहे.
\	ABCD ह्या आयताचया AB िाजूिी लािंी pr आचि CD 
िाजूिी लािंी pr आहे.
आयताचया BC या िाजिूी लांिी = शंकूिी चतरकस उिंी = l आहे.
 \	शंकूिे रक्िृष्ठिळ महिजेि या आयतािे क्ेत्रिळ होईल.
 \	शंकूचया रक्िृष्ठािे क्ेत्रिळ = आयतािे क्ेत्रिळ = AB ´ BC = pr ´ l = prl

आकृती 9.9

l

pr

A B

CD
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h

r

l h

r

r

आकृती 9.10

कृती ः  एक काडभाबोडभा घया. तयाचयापासून एक बंद वृततलचती तयार करा महिजेच तळाची लरिजया व उंची समान   
  असलेला एक शंकू व एका बाजूने बंद अशी वृततलचती तयार करा, महिजेच शंकूची लंबउंची व वृततलचतीची 
  उंची समान होईल असा एक शंकू व वृततलचती घया.
  शंकू बारीक वाळूने पिूभा ररून घया व ती वाळू तया वृततलचतीमधये ओता. वृततलचती पूिभा ररेपययंत ही कृती  
  करा. वृततलचती वाळूने पिूभा ररणयासाठी लकती शंकू ररून वाळू लागली? मोजा.

आता, शंकूचया एकिू पृष्ठफळाचे सरूिही काढता येईल.
शंकूचे एकिू पृष्ठफळ = वक्रपषृ्ठाचे क्ेरिफळ + तळाचे क्ेरिफळ
         = prl + pr2

        = pr(l + r)
येथिे एक महत्वाची बाब लक्ात आली का ? शंकू बंलद्त नसेल (महिजे लवदूषकाचया/ वाढलदवसाचया  
टोपी सारखा असेल) तर वक्रपृष्ठ हे तयाचे एकच पृष्ठ असेल. महिजे तयाचे पृष्ठफळ prl या सूरिाने लमळेल.

  वृततलचती ररणयासाठी वाळूने ररलेले असे तीन शंकू लागले. 

जाणून घेऊया.

  िंकूचे घनफळ (Volume of a cone)

						3 ´	शंकूचे घनफळ = वृततलचतीचे घनफळ
	\	3 ´	शंकूचे घनफळ = pr2h

							\	शंकूचे घनफळ = 1
3

 ´	pr2h

हे लक्ात ठेवूया.

(i) शंकूचया तळाचे क्ेरिफळ = pr2   (ii) शंकूचे वक्रपृष्ठफळ = prl
(iii) शंकूचे एकिू पृष्ठफळ = pr(l + r) (iv) शंकूचे घनफळ = 1

3
 ´	pr2h
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उदा (1) शंकूचया तळािी चदलेली चत्रजया (r) र चदलेली लंि उंिी (h) घेऊन तयािी चतरकस (l)उंिी काढा.

(i) r = 6 सेमी, h = 8 सेमी
  l2 = r2 + h2

	 \l2 = (6)2 + (8)2

	 \l2 = 36 + 64
	 \l2 = 100
	 \l = 10 सेमी

उदा (2) एका शंकूचया तळािी चत्रजया 12 सेमी  र लंि उंिी 16 सेमी असलयास शंकूिी चतरकस उंिी,   
     रक्िृष्ठिळ र एकूि िृष्ठिळ काढा. (p	= 3.14)

(ii) r = 9 सेमी, h = 12 सेमी
      l2 = r2 + h2

	 \l2 = (9)2 + (12)2

	 \l2 = 81 + 144
	 \l2 = 225
	 \l = 15 सेमी

(i)   r = 12 सेमी, h = 16 सेमी
       l2 = r2 + h2

	 		\l2 = (12)2 + (16)2

	 		\l2 = 144 + 256
	 		\l2 = 400
	 		\l   = 20 सेमी

(ii) शंकिूे रक्िृष्ठिळ  = prl
       = 3.14 ´	12 ´	20
       = 753.6 िाैसेमी

(iii) शंकिूे एकूि िृष्ठिळ = pr(l + r)
      = 3.14 ´	12(20+12)
         = 3.14 ´	12 ´	32
          = 1205.76 िाैसेमी

उदा (3) एका शंकूिे एकूि िृष्ठिळ 704 िौसेमी र तळािी चत्रजया 7 सेमी असलयास शंकूिी चतरकस उंिी   
   काढा. (p	= 22

7
 घया.)

  शंकूिे एकूि िृष्ठिळ = pr(l + r)

 \	 	704 = 22
7

 ´	7 (l + 7)

 \ 704
22

 = l + 7

 \	 	 32 = l + 7 

 \	 32 - 7 = l 

 \	 l = 25 सेमी
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उदा (4) एका शंकूचया तळािे क्ेत्रिळ 1386 िौसेमी आहे आचि शंकूिी उंिी 28 सेमी असलयास, शंकिूे 
रक्िृष्ठिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

शंकूचया तळािे क्ेत्रिळ = pr 2 

 \		 1386 = 22
7

 ´	r 2

 \   1386 7
22

2×
= r

 \			63 ´ 7 = r 2

 \							441 = r 2

	 \	            r = 21 सेमी

l 2 = r 2 + h 2

\l 2 = (21)2 + (28)2

\l 2 = 441 + 784
\l 2 = 1225
\l = 35 सेमी
शंकूिे रक्िृष्ठिळ = prl
      = 22

7
´	21 ´	35

      = 22 ´	21 ´	5      
      = 2310िाैसेमी

सरावसंच 9.2

1. शंकूिी लिं उंिी 12 सेमी र चतरकस उंिी 13 सेमी असेल तर शंकूचया तळािी चत्रजया चकती ?
2. एका शंकूिे एकूि िृष्ठिळ 7128 सेमी2 आचि शंकूचया तळािी चत्रजया 28 सेमी असेल तर शंकिूे घनिळ

 काढा. (p	= 22
7

 घया.)
3. एका शंकूिे रक्िृष्ठिळ 251.2 सेमी2 र तळािी चत्रजया 8 सेमी असलयास शंकूिी चतरकस उंिी र  

लिं उिंी काढा. (p	= 3.14 घया.)
4. 6 मी चत्रजया र 8 मी चतरकस उंिीिी ित्यािी िंचदसत शंक्ाकार घनाकृती िनचरणयािा दर 10 रु प्रचत िौरस

 मीटर असलयास ती घनाकृती िनरणयासाठी लागिारा खि्व काढा. (p	= 22
7

 घया.)
5. शंकूिे घनिळ 6280 घसेमी असून, तळािी चत्रजया 20 सेमी आहे तर शंकिूी लंिउंिी काढा. 
 (p	= 3.14 घया.)
6. शंकूिे रक्िृष्ठिळ 188.4 िौसेमी र चतरकस उंिी 10 सेमी आहे. तर शंकिूी लंिउंिी काढा. 
 (p	= 3.14 घया.)
7. एका शंकूिे घनिळ 1232 सेमी3 र उंिी 24 सेमी आहे, तर तया शंकूिे रक्िृष्ठिळ काढा. 
 (p	= 22

7
 घया.)

8. एका शंकिूे रक्िृष्ठिळ 2200 िौसेमी आहे र चतरकस उंिी 50 सेमी आहे तर तया शंकूिे एकूि िृष्ठिळ 
र घनिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

9*. एका शंक्ाकृती तंिूत 25 मािसे राचहली आहेत. प्रतयेकाला जचमनीररील 4 िौमी जागा लागते. जर तंिूिी 
उंिी 18 मीटर असेल तर तंिूिे घनिळ चकती ?
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  कृती ः

आकृती 9.11

िोकळ गोलािे रक्िृष्ठिळ = 4pr2

\	अध्वगोलािे रक्िृष्ठिळ = 2pr2

भरीर अध्वगोलािे एकूि िृष्ठिळ = रक्िृष्ठिळ + रतु्वळािे क्ेत्रिळ
 = 2pr2 + pr2

 = 3pr2

10*.    एका शेतामधये गुरांसाठी कोरडा िारा शंक्ाकार रास करून ठेरला असून, राशीिी उंिी 2.1 मी आहे. 
 तळािा वयास 7.2 मीटर आहे, तर िाऱयाचया राशीिे घनिळ काढा. िारसािी लक्िे चदसली तर अशा  
 प्रसंगी हा चढग प्ॅष्सटकने आचछाचदत करायिा असलयास शेतकऱयाला चकती िौ.मीटर प्ॅष्सटकिा   
 कागद लागेल ? (p	= 22

7
 र 17 37.  = 4.17 घया.) 

जाणून घेऊया.

  गोलाचे पृष्ठफळ (Surface area of sphere)

एक मोसिंे घेऊन तयािे दोन अधदे भाग करा.

एक भाग कागदारर िाल्ा ठरेून, भोरती िेष्नसल 
चिररून रतु्वळ काढा. अशी एकिू िार रतु्वळे काढा. 
आता मोसंबयाचया िार समान िोडी करा.

प्रतयेक  िोडीचया  सालीिे  लहान  लहान तुकडे  करा. 
एक रतु्वळ तया तुकडांनी जरळिास भरता येते हे 
अनुभरा. िारही रतु्वळे िूि्व भरतील. याररून, 
गोलािे रक्िृष्ठिळ = 4 ´ रतु्वळािे क्ेत्रिळ
       = 4 pr2
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सोडवलेली उदाहरणे

  कृती ः एक शंकू र एक अध्वगोल असे घया की, अध्वगोलािी चत्रजया र शंकूिी उंिी समान असेल, तसिे शंकूिी  
 तळािी चत्रजया र अध्वगोलािी चत्रजया समान असारी.
 शंकू राळूने िूि्व भरा. िूि्व भरलेला शंकू अध्वगोलात ओता. अध्वगोल िूि्व भरणयासाठी चकती शंकू लागतात  
 ते िाहा.

आकृती 9.12

rh

r

(1) एका गोलािी चत्रजया 7 सेमी आहे, तर तया  
 गोलािे रक्िृष्ठिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

  गोलािे रक्िृष्ठिळ = 4pr2

        = 4 ´ 22
7

 ´	(7)2

        = 4 ´ 22
7

 ´	7 ´	7

        = 88 ´	7
	 	 	 				= 616
 गोलािे रक्िृष्ठिळ = 616 िौसेमी. 

(2) रक्िृष्ठिळ 1256 िौसेमी असिाऱया   
 गोलािी चत्रजया काढा. (p	= 3.14 घया.)
 गोलािे रक्िृष्ठिळ = 4pr2

    \	1256 = 4 ´ 3.14 ´	r2

   \	1256  = 1256
4 3 14

2

×
=

.
r

  \	1256  = 31400
314

2= r

	 	 \			100	= r2

  \ 10 = r
  \	 r = 10 सेमी

एक अध्वगोल भरणयासाठी दोन शंकू भरून राळू 
लागली.
\	2 ´	शंकूिे घनिळ = अध्वगोलािे घनिळ 
\	अध्वगोलािे घनिळ = 2 ´	शंकूिे घनिळ

           = 2 ´	 1
3

 ´	pr2h

           = 2 ´	 1
3

 ´	pr2 ´	r  

           = 2
3

 pr3

\	गोलािे घनिळ = 2 ´	अध्वगोलािे घनिळ

      = 4
3
pr3

\	गोलािे घनिळ = 4
3
pr3
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सोडवलेली उदाहरणे 

उदा (1) एका गोलािी चत्रजया 21 सेमी आहे, तर तया   
गोलािे घनिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

उकल ः गोलािे घनिळ = 4
3
pr3

   = 4
3

 ´	 22
7
	´	(21)3

   = 4
3

 ´	 22
7
	´	21	´	21 ´	21

   = 88 ´	441

\					गोलािे घनिळ = 38808 घसेमी

उदा (2) 113040 घसेमी घनिळ असिाऱया 
गोलािी चत्रजया शोधा. (p	= 3.14 घया.)
उकल ः गोलािे घनिळ = 4

3
pr3

             113040 = 4
3

 ´	3.14	´	r3

      113040 3
4 3 14

´
´ .

= r3

      28260 3
3 14

´
.

 = r3

	 \ 9000 ´ 3 = r3

           \   r3 = 27000
  \   r = 30 सेमी
गोलािी चत्रजया 30 सेमी आहे.

उदा (3) रक्िृष्ठिळ 314 िौसेमी असिाऱया गोलािे घनिळ चकती ? (p	= 3.14 घया.)

गोलािे रक्िृष्ठिळ = 4pr2

                        314 = 4 ´	3.14	´	r2

          
314

4 3 14´ . = r2

          31400
4 314´

 = r2

	 \ 100
4

 = r2

	 \    25  = r2

	 \      r = 5 सेमी

गोलािे घनिळ = 4
3
pr3

              = 4
3

 ´	3.14	´	53

  = 4
3

 ´	3.14	´	125

       = 523.33 घसेमी

हे लक्ात ठेवूया.

•	अध्वगोलािे घनिळ = 
2
3  pr3

•	भरीर अध्वगोलािे एकिू िृष्ठिळ = 2pr2 + pr2= 3pr2 
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सरावसंच 9.3

1.  खाली चदलेलया संखया गोलांचया चत्रजया दश्वरतात. 
 (i) 4 सेमी (ii) 9 सेमी (iii) 3.5 सेमी 
 तर तया गोलांिी रक्िृष्ठिळे र घनिळे शोधा.(p	= 3.14 घया.)
2.  5 सेमी चत्रजया असिाऱया भरीर अध्वगोलािे रक्िृष्ठिळ र एकूि िृष्ठिळ काढा. (p	= 3.14 घया.)
3.  2826 सेमी2 रक्िृष्ठिळ असिाऱया गोलािे घनिळ काढा. (p	= 3.14 घया.)
4.  38808 घसेमी घनिळ असिाऱया गोलािे रक्िृष्ठिळ काढा. (p	= 22

7
 घया.)

5.  एका अध्वगोलािे घनिळ 18000 p	घसेमी आहे, तर तया गोलािा वयास काढा.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 9

1.  0.9 मी वयास र 1.4 मी लािंी असिाऱया रोड रोलरचया 500 िेऱयांमधये सिाट केलेलया जचमनीिे क्ेत्रिळ 
चकती ? (p	= 22

7
)

2.  एक इष्टिकाचिती आकारािे घरगुती मतसयालय िनरणयासाठी 2 चममी जाडीिी काि रािरली. मतसयालयािी 
(चया चभंतींिी) िाहेरून लांिी, रुदंी र उंिी अनुक्मे सेंचटमीटरमधये 60.4 ´ 40.4 ´ 40.2 आहे, तर तया 
मतसयालयात जासतीत जासत चकती िािी मारेल?

3.  एका शंकूचया तळािी चत्रजया र लिंउंिी यािंे गुिोततर 5ः12 आहे. शंकिूे घनिळ 314 घमी असलयास   
 तयािी लंिउंिी र चतरकस उंिी काढा. (p	= 3.14 घया.)

4.  एका गोलािे घनिळ 904.32 घसेमी आहे तर तया गोलािी चत्रजया काढा. (p	= 3.14 घया.)
5.  एका घनािे एकूि िृष्ठिळ 864 िौसेमी आहे तर तयािे घनिळ काढा. 
6.  जया गोलािे िृष्ठिळ 154 िौसेमी आहे. अशा गोलािे घनिळ काढा. 
7.  एका शंकूिे एकूि िृष्ठिळ 616 िौसेमी आहे. तयािी चतरकस उंिी ही तळाचया चत्रजयेचया चतपिट असलयास 

चतरकस उंिी काढा. 
8.  रतु्वळाकार चरचहरीिा आतील वयास 4.20 मीटर आहे. चरचहरीिी खोली 10 मीटर आहे. तर तयािे आतील 

रक्िृष्ठिळ चकती? चरचहरीचया आतील रक्िृष्ठाला चगलारा करणयासाठी प्रचतिौमी 52 रुिये दराने चकती 
खि्व येईल?

9.  एका रोडरोलरिी लांिी 2.1 मीटर असून तयािा वयास 1.4 मीटर आहे. एका मैदानािे सिाटीकरि करताना 
रोलरिे 500 िेरे िूि्व होतात, तर रोलरने चकती िौमी मैदान सिाट होईल? सिाटीकरिािा दर प्रचत िौमी  
7 रुिये दराने चकती खि्व येईल? 

qqq
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1.  भूमितीतील िूलभूत संबोध
सरावसंच 1.1

1. (i)  3  (ii) 3 (iii) 7 (iv) 1
 (v) 3 (vi) 5 (vii) 2  (viii) 7
2. (i)  6      (ii) 8      (iii) 10      (iv) 1      (v) 3      (vi)  12 
3. (i) P-R-Q      (ii) एकरेषीय नाहीत       (iii) A-C-B      (iv) एकरेषीय नाहीत 
 (v) X-Y-Z      (vi) एकरेषीय नाहीत 
4. 18 र  2      5. 25  र  9       6. (i) 4.5      (ii) 6.2      (iii) 2 7      7. चत्रकोि

सरावसंच 1.2
1. (i) नाहीत      (ii) नाहीत      (iii)  आहेत      2. 4      3. 5      4. BP < AP < AB
5. (i) चकरि RS चकंरा  चकरि RT  (ii) चकरि PQ (iii) रेख QR (iv) चकरि QR  र चकरि RQ इ.
 (v) चकरि RQ  र चकरि RT इ.     (vi) चकरि SR , चकरि ST इ.    (vii)  चिंदू  S
6. (i) चिंदू  A  र चिंदू  C , चिंदू  D र चिंदू  P (ii)  चिंदू  L र चिंदू  U , चिंदू  P चिंदू R
 (iii) d(U,V ) = 10 ,d(P,C) =6 , d(V,B) = 3 , d(U,L)=2

सरावसंच 1.3
1. (i) जर एखादा िौकोन समांतरभुज असेल तर तया िौकोनािे संमुख कोन एकरूि असतात.
 (ii) जर एखादा िौकोन आयत असेल तर तया िौकोनािे कि्व एकरूि असतात.
 (iii) जर एखादा चत्रकोि समद् चरभुज असेल तर तया चत्रकोिािा चशरोचिंदू र िायािा मधयचिंदू यांना जोडिारा 
  रेषाखंड िायाला लिं असतो.
2. (i) जर दोन रेषा र तयांिी छचेदका चदली असता होिारे वयुतक्म कोन एकरूि  असतील तर तया दोन रेषा  
  समांतर असतात.  
 (ii) दोन समांतर रेषांना एका छचेदकेने छेदले असता तयार होिाऱया आंतरकोनािंी जोडी िूरक असते . 
 (iii) जर एखाद्या िौकोनािे  कि्व एकरूि असतील तर तो िौकोन आयत असतो. 

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 1

1. (i)   A    (ii)  C   (iii)  C   (iv)  C   (v)  B
2. (i) असतय      (ii) असतय      (iii) सतय     (iv) असतय
3. (i)   3   (ii)   8 (iii)  9  (iv) 2   (v)  6  (vi) 22  (vii) 165 
4. -15   र  1   (5)  (i)   10.5   (ii)    9.1   (6)  -6  र  8  

उततरसूची
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2.  सिांतर रेषा
सरावसंच 2.1

1. (i)  95°   (ii)  95°    (iii) 85°  (iv) 85°      
2. Ða = 70°, Ðb = 70°, Ðc = 115°, Ðd = 65°  
3. Ða = 135°, Ðb = 135°, Ðc = 135°
5. (i)   75°    (ii)   75° (iii) 105° (iv)  75° 

सरावसंच 2.2
1. नाही. 4. ÐABC = 130°

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 2

1. (i)   C    (ii) C    (iii) A    (iv)  B   (v)  C     4. x = 130°   y = 50°                           
5.  x = 1260°        6.  f = 100°     g = 80°

3.  मरिकोण

सरावसंच 3.1
1.  110° 2.  45° 3. 80°, 60°, 40° 4. 30°, 60°, 90°   
5.  60°, 80°, 40° 6. ÐDRE = 70°, ÐARE = 110° 
7.  ÐAOB = 125° 9.  30°, 70°, 80°

सरावसंच 3.2
1. (i) िािािा      (ii)  िाकोिा      (iii) कोिाको   (iv) कि्वभुजा   
2. (i) कोिाको, ÐBAC @  ÐQPR ,रेख AB @ रेख PQ, रेख AC @  रेख PR
 (ii) िाकोिा, ÐTPQ @  ÐTSR, ÐTQP @  ÐTRS, रेख PQ @ रेख SR
3. कि्वभुजा, ÐACB @  ÐQRP, ÐABC @  ÐQPR, रेख AC @ रेख QR
4. िािािा, ÐMLN @  ÐMPN, ÐLMN @  ÐMNP,ÐLNM @ ÐPMN

सरावसंच 3.3
1. x = 50° , y = 60°, mÐABD = 110° , mÐACD = 110° .
2. 7.5 एकक  3. 6.5 एकक  4. l(PG) = 5 सेमी , l(PT) = 7.5 सेमी

सरावसंच 3.4
1.  2 सेमी  2. 28°  3. ÐQPR, ÐPQR  4. िाजू NA, िाजू FN

सरावसंच 3.5
1. XY

LM
YZ
MN

XZ
LN

= = ,    ÐX @	ÐL,    ÐY @	ÐM,    ÐZ @	ÐN

2. l(QR) = 12 सेमी, l(PR) = 10 सेमी
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संकीण्म  प्रशनसंग्रह 3

1. (i) D  (ii) B  (iii) B

5.  चौकोन

सरावसंच 5.1

1. mÐXWZ = 135°, mÐYZW = 45° , l (WY) = 10 सेमी
2. x = 40° , ÐC = 132° ,  ÐD = 48°
3. 25 सेमी, 50 सेमी, 25 सेमी, 50 सेमी
4. 60°, 120°, 60°, 120°
6.  ÐA = 70° , ÐB = 110° , ÐC = 70° , ÐR = 110°

सरावसंच 5.3
1. BO = 4 सेमी, ÐACB = 35°
2. QR = 7.5 सेमी, ÐPQR = 105°, ÐSRQ = 75°
3. ÐIMJ = 90°, ÐJIK = 45°, ÐLJK = 45°
4. िाजू = 14.5 सेमी, िररचमती = 58 सेमी 
5. (i) असतय (ii) असतय (iii) सतय (iv) सतय  (v) सतय (vi) असतय

सरावसंच 5.4
1.  ÐJ = 127°, ÐL = 72°  2. ÐB = 108°, ÐD = 72° 

सरावसंच 5.5
1. XY = 4.5 सेमी, YZ = 2.5 सेमी, XZ = 5.5 सेमी

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 5

1. (i) D (ii) C (iii) D    2.  25 सेमी,   3. 6 5 2.  सेमी 
4. 24 सेमी, 32 सेमी, 24 सेमी, 32 सेमी 5.    PQ = 26 सेमी      6. ÐMPS = 65°

6. वतु्मळ

सरावसंच 6.1
1. 20 सेमी  2. 5 सेमी  3. 32 एकक 4. 9 एकक

सरावसंच 6.2
1. 12 सेमी  2. 24 सेमी 

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 6
1. (i) A (ii) C (iii) A (iv) B (v) D (vi) C (vii) D     2.    2ः1  4. 24 एकक
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7. मनददेिक भूमिती

सरावसंच 7.1
1. चिंदू A ः िरि II, चिंदू B ः िरि III, चिंदू K ः िरि I, चिंदू D ः िरि I
 चिंदू E ः िरि I, चिंदू F ः िरि IV, चिंदू G ः िरि IV, चिंदू H ः Y-अक्
 चिंदू M ः X-अक्, चिंदू N ः Y-अक्, चिंदू P ः Y-अक्, चिंदू Q ः िरि III
2. (i) िरि I (ii) िरि III (iii) िरि IV (iv) िरि II

सरावसंच 7.2
1.  िौरस 2. x = -7 3. y = -5 4. x  = -3     5. 4 एकक
6. (i) Y-अक् (ii) X-अक् (iii) Y-अक् (iv) X-अक्
7. X अक्ाला (5,0) , Y  अक्ाला (0,5)
8. (-4,1),  (-1.5, 1), (-1.5,5), (-4,5)

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 7

1. (i) C       (ii) A      (iii) B       (iv) C       (v) C      (vi) B     2. (i) Q (2,2), R(4,-1)     
 (ii) T(0,-1), M(3,0)     (iii) चिंदू S     (iv) चिंदू O     3. (i) िरि IV     (ii) िरि III     
 (iii) िरि II     (iv) िरि II      (v) Y अक्     (vi) X अक्      5. (i) 3     
 (ii) P(3,2), Q(3,-1), R (3,0)     (iii) 0 6. दोन रेषा. y = 5, y = -5     7. |a|

8.  मरिकोणमिती

सरावसंच 8.1

1. (i) QR
PQ

 (ii) QR
PQ

 (iii) QR
PR

 (iv) PR
QR

2. (i) a
c

 (ii) b
a

 (iii) b
c

 (iv) a
b

3. (i) MN
LN

 (ii) LM
LN

 (iii) LM
MN

 (iv) MN
LN

4. (i) PQ
PR

RQ
PR

PQ
RQ

, ,  (ii) QS
PS

PQ
PS

QS
PQ

, ,

सरावसंच 8.2

1. sin q		ः 12
37

, 1
2

, 2
3

, 21
29

, 8
17

, 1
3

  ; cos q	ः 60
61

, 1
2

, 3
2

, 20
29

, 15
17

, 4
5

, 2 2
3

 tan q		ः 12
35

, 11
60

, 1
3

, 2 , 3
4
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2.  (i) 11
2

 (ii) 
93
20       (iii) 5 (iv) 2 3

3 1+
 (v) 3

4
 (vi) 

3
2  3. 3

5
        4. 8

17

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 8

1. (i) A (ii) D  (iii) C (iv) D

2. sin T = 12
13

, cos T = 5
13

, tan T = 12
5

, sin U = 5
13

, cos U = 12
13

, tan U = 5
12

3. sin Y = 8
17

, cos Y = 15
17

, tan Y = 
8

15 , sin Z = 15
17

, cos Z = 8
17

, tan Z = 15
8

4. sin q	= 7
25

, tan q	= 7
24

, sin2 q = 49
625

, cos2 q = 576
625

5. (i) 70   (ii) 60  (iii) 50

9.  पृष्ठफळ व घनफळ

सरावसंच 9.1
1. 640 िौसेमी, 1120 िौसेमी 2. 20 एकक  3. 81 िौसेमी, 121.50 िौसेमी

4. 3600 िौसेमी    5. 20 मी  6. 421.88 घसेमी

7. 1632.80 िौसेमी, 4144.80 िौसेमी  8. 21 सेमी

सरावसंच 9.2

1. 5 सेमी 2. 36960 घसेमी 3. 10 सेमी, 6 सेमी 4. ` 2640
5.  15 सेमी 6. 8  सेमी 7. 550 िौसेमी 8. 2816 िौसेमी, 9856 घसेमी 
9. 600 घमी 10. 28.51 घमी, 47.18 िौमी

सरावसंच 9.3
1. (i) 200.96 िौसेमी, 267.95 घसेमी (ii) 1017.36 िौसेमी, 3052.08 घसेमी
 (iii) 153.86 िौसेमी, 179.50 घसेमी
2. 157 िौसेमी, 235.5 िौसेमी 3.  14130 घसेमी  4.  5544 िौसेमी 5.  60 सेमी

संकीण्म  प्रशनसंग्रह 9

1.   1980 िौमी  2.   96801.6 घसेमी  3.   12 मी, 13 मी
4.   6 सेमी   5.   1728 घसेमी  6.   179.67 घसेमी
7.   21 सेमी   8.   132 िौमी, ` 6864 9.   4620 िौमी, ` 32340
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